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Аннотация. В данной работе представлено исследование четырех численных методов решения
математической модели высокочастотной геоакустической эмиссии: метода Розенброка (4-го порядка
точности), Radau, BDF и LSODA. Метод Розенброка, реализован на языке программирования
Python, остальные методы были взять из библиотеки Scipy Python. В работе приведено описание
каждого численного метода, что позволяет обосновать выбор методов для решения поставленной
задачи. Основной целью работы является сравнительный анализ их эффективности по критериям
точности, устойчивости и вычислительной сложности. Проведена на языке Python оценка порядка
точности методов с помощью правила Рунге, а также проанализированы их характеристики при
решении системы двух линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с
непостоянными коэффициентами. В работе представлены графики зависимости порядка точности
от шага вычислений, осциллограммы решений и фазовые траектории математической модели,
наглядно демонстрирующие поведение системы при различных параметрах. Особое внимание
уделено адаптивности методов к жесткости системы, обусловленной наличием быстро затухающих
и высокочастотных компонент. Результаты показывают, что метод Розенброка обеспечивает высокую
точность при аналитически заданной матрице Якоби, тогда как порядок остальных методов имеет
экспериментальный порядок ниже теоретического. Полученные данные позволяют определить
оптимальный метод моделирования в зависимости от требуемой точности и вычислительных
ресурсов. Исследование вносит вклад в развитие численных подходов к анализу геоакустических
процессов и может быть использовано при прогнозировании деформационных явлений в горных
породах.
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Abstract. This paper presents a study of four numerical methods for solving a mathematical model of
high-frequency geoacoustic emission: the Rosenbrock method (4th order of accuracy), Radau, BDF, and
LSODA. The Rozobrok method is implemented in the Python programming language, the rest of the
methods were taken from the Scipy Python library. The paper describes each numerical method, which
makes it possible to justify the choice of methods for solving the problem. The main purpose of the work is
a comparative analysis of their effectiveness according to the criteria of accuracy, stability and computational
complexity. The order of accuracy of the methods using the Runge rule is estimated in Python, and their
characteristics are analyzed when solving a system of two linear ordinary differential equations of the second
order with non-constant coefficients. The paper presents graphs of the dependence of the order of accuracy
on the step of calculations, waveforms of solutions and phase trajectories of a mathematical model that
clearly demonstrate the behavior of the system under various parameters. Special attention is paid to the
adaptability of the methods to the rigidity of the system due to the presence of rapidly attenuating and
high-frequency components. The results show that the Rosenbrock method provides high accuracy with
an analytically specified Jacobi matrix, while the order of the other methods has an experimental order
lower than the theoretical one. The data obtained allows us to determine the optimal modeling method
depending on the required accuracy and computing resources. The study contributes to the development
of numerical approaches to the analysis of geoacoustic processes and can be used in predicting deformation
phenomena in rocks.
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Введение

Современные задачи геофизики и геоакустики требуют применения точных
и эффективных численных методов для моделирования сложных физических
процессов. Одной из таких задач является моделирование высокочастотной
геоакустической эмиссии (ГЭ), которая играет важную роль в изучении
динамики земной коры, прогнозировании сейсмической активности и мониторинге
природных катастроф. Математические модели, описывающие подобные процессы,
зачастую представляют собой системы дифференциальных уравнений, решение
которых аналитическими методами затруднено или невозможно [1–4].

Например, в статье [5] проводится исследование, какие алгоритмы и
гиперпараметры являются наиболее подходящими для работы с жесткими
системами дифференциальных уравнений, возникающими в результате
биологических процессов. В работе рассматриваются 142 опубликованные
модели в области системной биологии. В связи с этим и возникает необходимость
в разработке и применении численных методов, которые бы обеспечивали высокую
точность, устойчивость и вычислительную эффективность при минимальных
затратах.

В данной работе рассматриваются численные методы решения математической
модели высокочастотной геоакустической эмиссии (Ros, Radau, BDF, LSODA).
Численные метод Розенброка четвертого порядка точности (Ros) был разработан
на языке Python согласно алгоритму, представленном в работе [6]. Встроенные
методы Radau, BDF, LSODA были взяты из библиотеки Scipy, Python. Основное
внимание уделено исследованию эффективности методов с использованием
правила Рунге для оценки порядка точности. Проведен сравнительный анализ
методов по ключевым критериям: точность, устойчивость и вычислительная
сложность.

В рамках работы представлены результаты численных экспериментов,
включающие графики зависимости ошибки от точности вычислений, графики
зависимости порядка точности от параметров методов, а также осциллограммы
и фазовые траектории, иллюстрирующие поведение математической модели. Эти
результаты позволяют оценить преимущества и недостатки различных численных
методов и выбрать наиболее подходящий для решения поставленной нами задач
моделирования геоакустической эмиссии.

Актуальность исследования обусловлена необходимостью повышения точности
и надежности численных методов, используемых в геофизике, а также
оптимизации вычислительных ресурсов. Результаты работы могут быть полезны
для специалистов в области геоакустики, сейсмологии и математического
моделирования, а также для разработки новых алгоритмов и программных средств
для анализа геофизических данных.
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Постановка задачи и методика решения

Высокочастотная ГЭ определяется как акустическое излучение в звуковом
диапазоне частот (20 Гц – 20 кГц), генерируемое при деформационных процессах
в приповерхностных слоях горных пород [7].

Как показано в исследованиях [8], сигналы высокочастотной ГЭ представляют
собой суперпозицию релаксационных импульсов. Ключевыми диагностическими
параметрами этих сигналов, позволяющими оценивать: стадию деформационного
процесса, физико-механические свойства пород, локализацию деформационных
возмущений, являются амплитудные характеристики, длительность импульсов и
частотные параметры (частота следования и заполнения).

Эффективным подходом к анализу импульсных сигналов геоакустической
эмиссии является применение комбинированного словаря, включающего
сдвинутые и модулированные версии функций Гаусса и Берлаге [8–11].
Экспериментальные данные упомянутых работ свидетельствуют, что форма
импульсов ГЭ хорошо аппроксимируется функциями Берлаге, которые
описываются выражением:

g(t) = A · tn(pmax)∆ · exp

(
−
n(pmax)∆

pmax tend
t

)
· sin(2πft+ ϕ0),

n =
ln 20

1
pmax

− ln 1
pmax

− 1
, t ∈ [t0, tend], t0 ̸= 0, t0 > 0,

(1)

где A — амплитуда импульса; n — параметр, отвечает за форму огибающей; pmax —
положение максимума; ∆ — крутизна огибающей; t — время, tend — длительность
импульса; f — частота заполнения; ϕ0 — начальная фаза.

Согласно работам [12, 13] функция (1) является решением следующей задачи
Коши на отрезке t ∈ [t0, T ], t0 ̸= 0, t0 > 0

�g(t) = α _g(t) − βg(t) + α(t)γ(t),

g(t0) = γ(t0) tan(ct0 + ϕ0),

_g(t0) = α(t0)g(t0) + cγ(t0),

(2)

где коэффициенты задачи имеют вид:

α(t) = a

(
1

t
−
1

b

)
, β(t) =

a

t2
+ c2, γ(t) = A · c · ta · exp

(
−
a

b
t

)
· cos(ct+ ϕ0). (3)

Задача (2)-(3) описывает один дислокационный источник, излучающий один
импульс высокочастотной ГЭ.

Для описания двух дислокационных источников необходимо рассматривать
систему из двух дифференциальных уравнений типа (2)-(3)

�g1(t) = α1 _g1(t) − β1g1(t) + α1(t)γ1(t) + k1g2(t),

�g2(t) = α2 _g2(t) − β2g2(t) + α2(t)γ2(t) + k2g1(t),

g1(t0) = γ1(t0) tan(c1t0 + ϕ01), g2(t0) = γ2(t0) tan(c2t0 + ϕ02),

_g1(t0) = α1(t0)g1(t0) + c1γ1(t0), _g2(t0) = α2(t0)g2(t0) + c2γ2(t0).

(4)
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коэффициенты системы имеют вид:

α1(t) = a1

(
1

t
−
1

b1

)
, α2(t) = a2

(
1

t
−
1

b2

)
, β1(t) =

a1

t2
+ c21, β2(t) =

a2

t2
+ c22,

γ1(t) = A1c1t
a1 exp

(
−
a1

b1
t

)
cos(c1t+ ϕ01),

γ2(t) = A2c2t
a2 exp

(
−
a2

b2
t

)
cos(c2t+ ϕ02).

(5)

Каждое дифференциальное уравнение моделирует импульс высокочастотной ГЭ
с уникальными параметрами, при этом энергетическое взаимодействие между
импульсами осуществляется через коэффициент линейной связи. Задачу из двух
дисслокационных источников можно обобщить на N-ое количество источников.
Тогда система (4)-(5) примет следующий вид

�gi(t) = αi(t) _gi(t) − βi(t)gi(t) + αi(t)γi(t) +
n∑

j=1,j ̸=i
kijgi(t), i = 1, 2, . . . , n,

gi(t0) = γi(t0) tan(cit0 + ϕ0i), _gi(t0) = αi(t0)gi(t0) + ciγi(t0).

(6)

Коэффициенты αi(t), βi(t), γi(t) задаются по аналогии с выражением (5):

αi(t) =
(ai
t
−
ai

bi

)
, βi(t) =

ai

t2
+ c2i , γi(t) = Aic

ai
i exp

(
−bi
t

)
cos(cit+ ϕ0i. (7)

Система включает в себя n уравнений, описывающих поведение каждого
источника gi(t), взаимодействие между источниками описывается через
коэффициенты kij. Далее ограничимся рассмотрением двух источников (4)-
(5).

Согласно [12] система (4)-(5) является жесткой и по замечанию 6 жесткость
системы не зависит от больших значений коэффициентов взаимодействия k1 и k2
дислокационных источников, что связано с выполнением условия β1, β2 ≥ k1k2.
Следующие признаки свидетельствуют о жесткости системы: наличие быстро
затухающих компонент (члены с экспонентами exp(−ai/bit)), высокочастотные
колебания (cos(cit + ϕ0i) при больших ci). Далее для численного эксперимента
мы выбрали четыре численных метода, которые наиболее устойчивые к жестким
системам дифференциальных уравнений.

Результаты моделирования

Далее мы провели исследование на эффективность численных методов
решения математической модели высокочастотной геоакустической эмиссии на
языке Python. Для численного решения системы (4)-(5) мы реализовали метод
Розенброка четвертого порядка точности на Python и выбрали следующие
численные методы библиотеки Scipy: «Radau»: неявный метод Рунге-Кутты
семейства Радо. «BDF»: неявный многошаговый метод переменного порядка (от 1
до 5), основанный на формуле обратного дифференцирования для аппроксимации
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производной.«LSODA»: метод Адамса с автоматическим определением жёсткости.
Параметры для первого примера взяли следующими (Таблица 1) согласно
источнику [9].

Метод Розенброка четвертого порядка точности имеет вид

(I− hγ11J)k1 = hf(yn),

(I− hγ22J)k2 = hf(yn + α21k1) − γ21 · h · k1 · J,
(I− γ33J)k3 = hf(yn + α31k1+ α32k2) + hJ(γ31 · k1+ γ32k2),

(I− γ44J)k4 = hf(yn + α41k1 + α42k2 + α43k3) + hJ(γ41k1 + γ42k2 + γ43k3)

yn+1 = yn + b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4,

(8)

где γ11 = 1
6
, γ22 = 2

6
, γ33 = 2

6
, γ21 = −0.12642566, γ31 = −0.5, γ32 =

−1.22102225482, γ44 = 1
6
, α21 = 1

2
, α31 = 1

2
, α32 = 32

,
α41 = −0.178278, α42 =

0.219945, α43 = 1
3
, b1 = 43

758
, b2 = 83

192
, b3 = 137

768
, b4 = 1

3
— параметры метода, I —

единичная матрица, J — матрица Якоби системы (2),(3), ki, i = 1..4 — стадии
метода, h — шаг, yn — значения функций g1(t), g2(t) системы (4)-(5).

Метод Radau. Особенно перспективными являются предложенные Илом
процессы Радо IIA, которые являются L-устойчивыми и имеющие высокий
порядок. Для анализа существенно жестких режимов используется метод
RADAU5, основанный на неявном методе Рунге-Кутты (трехстадийный метод Радо
IIA) [14,15].

Неявный метод Рунге-Кутты с s стадиями имеет вид

gi = y0 + h

s∑
j=1

aijf(x0 + cjh, gj), i = 1, · · · , s,

y1 = y0 + h

s∑
j=1

bjf(x0 + cjh, gj).

(9)

ci, aij, и bi — параметры метода. Методы Рунге-Кутты, основанные на
квадратурных формулах Радо и Лобатто, были представлены Бутчером в 1960
г. Идеи Бутчера развил Ил в 1969 г., который разработал методы типов I, II и III
с превосходными свойствами устойчивости. Просцессы Ила типа II или Радо IIА
получаются, если наложить условие C(s). Примеры параметров методов порядков
1, 3, 5 даны в таблице 1.

Таблица 1

Параметры методов Радо IIА порядков 1, 3, 5

1 1
1

1
3

5
12 - 112

1 3
4

1
4

3
4

1
4

4−
√
6

10
88−7

√
6

360
296−169

√
6

1800
−2+3

√
6

225
4−

√
6

10
296+169

√
6

1800
88+7

√
6

360
−2−3

√
6

225

1 16−
√
6

36
16+

√
6

36
1
9

16−
√
6

36
16+

√
6

36
1
9

Построение многошаговых методов основано на использовании полинома
степени q. Приближенное значение решения Y(x) в точке xn+1 представляется
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в виде линейной комбинации нескольких приближенных значений решения и
его производной в этой и предшествующих q точках. Очевидно, использование
многошаговых формул ставит задачу вычисления q значений начальных значений
Y1, Y2, · · · , Yn, точность задания которых должна быть не хуже точности
соответствующей формулы. В общем виде полином можно представить

Yn+1 =

q∑
i=1

αiYn−i+1 + h

q∑
j=0

βjF(xn−j+1, Yn−j+1), (10)

где q — порядок метода. Некоторые константы αi и βi в (10) могут принимать
нулевые значения. При выборе β1 = β2 = · · · = βq = 0 можно построить
формулы дифференцирования назад BDF (backward differentiation formulae) [16,
17]. Теоретический порядок встроенного метода библиотеки Scipy варьируется от
1 до 5.

Алгоритм LSODA адаптивно переключается между методами решения жёстких
и нежёстких ОДУ для численного интегрирования. Метод Адамса-Мультона (AM)
для нежестких задач — неявный многошаговый метод переменного порядка от 1
до 12, выбирается автоматически.

Формула обратного дифференцирования (BDF) (10) — неявный многошаговый
метод переменного порядка от 1 до 5, выбирается автоматически. Жесткость
определяется по числу обусловленности матрицы Якоби [18,19].

Далее проведем численный эксперимент моделирования высокочастотной ГЭ
по численным схемам (8), (9), (10).

Пример 1. В таблице 2 приведены значения параметров модели (4), (5).

Таблица 2

Параметры математической модели высокочастотной ГЭ

Параметры g1(t) g2(t)

A 0.5 0.7
a 1.38 3.18
b 0.004 0.006
c 1256 1256
k 1 1
ϕ 0 0
t0 2 · 10−2 2 · 10−2

tend 5 · 10−2 5 · 10−2

По результату эксперимента метод Розенброка демонстрирует высокий порядок
точности (близкий к 4) даже при грубых допусках rtol = 10−3.

Метод Розенброка стабилен при различных значениях шага, что характерно
для неявных методов. Для методов BDF, Radau, LSODA порядок варьируется в
диапазоне от 1 до 1.6 рис. 1–3.
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a) b)

Рис. 1. График зависимости порядка точности от шага для разных методов для
Примера 1.

[Figure 1. The dependence of order on accuracy for different methods for Example 1.]

a) b)

Рис. 2. Сравнение численных методов для решения математической модели
[Figure 2. Comparison of numerical methods for solving a mathematical model, g1(t)]

Рис. 3. Фазовые траектории математической модели
[Figure 3. Phase trajectories of the mathematical model]

Пример 2. Значение параметров: k1 = k2 = 106, остальные значения параметров
возьмем из Примера 1.

Для примера 2 метод Розенброка также дает хорошие результаты, порядок
близок к 4 (рис. 4–6).
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a) b)

Рис. 4. График зависимости порядка точности от шага для разных методов для
Примера 2.

[Figure 4. Graph of the dependence of the order of accuracy on the step for different
methods for Example 2.]

a) b)

Рис. 5. Сравнение численных методов для решения математической модели для
для Примера 2

[Figure 5. Comparison of numerical methods for solving a mathematical model for
Example 2.]

Рис. 6. Фазовые траектории математической модели для Примера 2
[Figure 6. Phase trajectories of the mathematical model for Example 2.]

Пример 3. Значение параметров: c1 = c2 = 31416, k1 = k2 = 106, остальные
значения параметров возьмем из Примера 1.
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a) b)

Рис. 7. График зависимости порядка точности от шага для разных методов для
Примера 3.

[Figure 7.Graph of the dependence of the order of accuracy on the step for different
methods for Example 3.]

a) b)

Рис. 8. Сравнение численных методов для решения математической модели для
Примера 3

[Figure 8. Comparison of numerical methods for solving a mathematical model for
Example 3]

Рис. 9. Фазовые траектории математической модели для Примера 3.
[Figure 9. Phase trajectories of the mathematical model for Example 3.]
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При больших значениях коэффициентов k1 = k2 = 106, c1 = c2
экспериментальный порядок точности метода Розенброка изменяется в пределах
от 517.468 до 8.249. Порядок остальных методов имеет значения в пределах от 0
до 1. Исходя из рис. 7–9, мы видим, что в системе (4)-(5) возникает жесткость при
больших ci.

Заключение

В ходе проведенного исследования были проанализированы численные методы
решения математической модели высокочастотной геоакустической эмиссии,
включая метод Розенброка четвертого порядка точности (Ros), а также встроенные
методы Radau, BDF и LSODA из библиотеки SciPy. Основное внимание уделялось
сравнительному анализу методов по ключевым критериям: точности вычислений,
устойчивости и вычислительной сложности.

Результаты исследования показали, что метод Розенброка четвертого порядка
точности демонстрирует высокую точность и устойчивость при моделировании
геоакустической эмиссии, что согласуется с теоретическими ожиданиями для
методов четвертого порядка. Анализ устойчивости по правым частям и начальным
данным подтвердил надежность данного метода при работе с различными
типами входных параметров. Встроенные методы Radau и BDF также показали
хорошие результаты, особенно в задачах с жесткими системами, тогда как LSODA
проявил себя как универсальный инструмент, автоматически адаптирующийся к
характеристикам решаемой системы.

Графические зависимости ошибки от точности вычислений, а также
осциллограммы и фазовые траектории наглядно продемонстрировали
преимущества и ограничения каждого из исследуемых методов. На основании
проведенного анализа можно сделать вывод, что выбор оптимального численного
метода зависит от конкретных условий моделирования: для задач, требующих
высокой точности и стабильности, предпочтительным является метод Ros, тогда
как в случаях, где важна вычислительная эффективность и адаптивность,
целесообразно использовать Radau, BDF или LSODA.

Полученные результаты имеют практическую значимость для моделирования
геоакустической эмиссии и могут быть применены в дальнейших исследованиях,
связанных с анализом деформационных процессов в горных породах.
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