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Аннотация. В статье с помощью математической модели исследуется динамика объемной активности
радона в условиях напряженно-деформированного состояния пористой геосреды. Напряженное
состояние геосреды описывается с помощью функции напряжения или активации, которая входит в
модельное уравнение как источник поступления радона вместе с интенсивностью его эманирования.
Модельное уравнение представляет собой линейное обыкновенное дифференциальное уравнение
первого порядка, которое разрешается с помощью интегрального преобразования Лапласа с учетом
начального условия. В полученном аналитическом решении функция активации выбирается в виде
двух экспонент. Первая экспонента описывает рост напряжения в геосреде, а вторая его разгрузку.
В результате компьютерного моделирования в среде Maple2021 были получены расчетные кривые
объемной активности радона, которые описывают бухтообразные аномалии аналогичные полученным
в ходе радонового мониторинга на Петропавловск-Камчатском геодинамическом полигоне.
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Abstract. The article uses a mathematical model to study anomalous changes in radon volume activity at a
certain point in a porous geoenvironment under its stress-strain state. The stress state of the geoenvironment
is described using a stress or activation function, which is included in the model equation as a source of
radon inflow along with the intensity of its emanation. The model equation is a linear ordinary differential
equation of the first order, which is solved using the integral Laplace transform, taking into account the
initial condition. In the resulting analytical solution, the activation function is selected in the form of two
exponentials. The first exponent describes the growth of stress in the geoenvironment, and the second
its unloading. As a result of computer modeling in the Maple2021 environment, calculated curves of radon
volume activity were obtained, which describe bay-shaped anomalies similar to those obtained during radon
monitoring at the Petropavlovsk-Kamchatsky geodynamic test site.
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Введение

Радон (222Rn) – радиоактивный газ, который образуется в результате распада
радия (226Ra) в цепочке урана-238 (238U). Будучи инертным газом, радон легко
мигрирует через поры и трещины в почвах и горных породах, что делает его
важным индикатором геодинамических процессов [1]. Одной из задач современной
геодинамики, связанной с сейсмической активностью и генерированием аномалий
объемной активности радона (ОАР), является выяснение физических механизмов
распространения и перераспределения энергии деформационных процессов в
геологической среде.

Исследование миграционных свойств радона изучается в рамках теории
эманационного метода [1–5]. Изначально этот метод был предложен для
поиска месторождений урановых руд [2–4], но потом спектр его применения
расширился. Метод позволяет с помощью математических моделей исследовать
миграционные свойства радона в почвах, горных породах, в приземной
атмосфере и в иных материалах [6]. Такой подход имеет ключевое значение
для понимания процессов радиационного облучения и разработки мер по его
снижению в нижних этажах жилых зданий и промышленных сооружений при
их эксплуатации и проектировании [7–10], геодинамических процессов, которые
характеризуются повышенной сейсмической активностью и могут приводить к
сильным землетрясениям и горным ударам в шахтах [11–15].

С 1997 г. на Петропавловск-Камчатском геодинамическом полигоне работает
сеть пунктов мониторинга подпочвенных газов с целью поиска предвестников
сильных землетрясений [16–18]. Пункты сети радонового мониторинга
расположены в разных структурных элементах района побережья Авачинского
залива, кроме того, каждый пункт имеет свои особенности строения толщи
аллювиально-делювиальных отложений, в зоне аэрации которых размещаются
датчики для регистрации концентрации подпочвенных газов, в том числе и
радона [17]. Это, как показывает многолетний опыт, позволяет фиксировать в
динамике концентрации радона индивидуальный отклик в связи с разной реакцией
отдельных блоков земной коры на геодеформационные процессы, связанные с
подготовкой сильных землетрясений. В качестве такого индивидуального отклика
могут быть различные аномалии в динамике ОАР [19]. Например, на рис.1
приведены аномалии зарегистрированные перед Кроноцким землетрясением
05.12.1997 г. с М=7.7 (рис.1а), перед землетрясениями в Авачинском заливе
19.02.2015 (рис. 1б) и 20.03.2016 г (рис.1в).

В работах [20–22] была предложена гидродинамическая математическая модель
ОАР с учетом инжекции радона в поток грунтовых вод, который после разгрузки
мог давать вклад в аномальные значения радона в пункте регистрации. Инжекция
радона осуществлялась за счет напряженно-деформированного состояния массива
горных пород. В работе [19] был реализован алгоритм решения модели в виде кода
программы на языке C++, а также «метод площадей» для подбора расчетной
кривой ОАР для описания аномалий, приведенных рис.1a и рис.1б. Программа
была зарегистрирована в Роспатенте [23].
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Рис. 1. Зарегистрированные в подпочвенном радоне предвестниковые аномалии.
Все кривые нормированы на максимум. Черным прямоугольником
отмечено предполагаемое время воздействия импульса напряжения. а –
Кроноцкое землетрясение 5 декабря 1997 г. с М = 7.7, б – землетрясение
Авачинского залива 19 февраля 2015 г. с М = 5.5, в – землетрясение 20
марта 2016 г. c М=6.4. 1) расчетные кривые, 2) исходные данные, 3) кривые,
отфильтрованные фильтром высоких частот с граничной частотой 0.07
час−1

[Figure 1. Harbinger anomalies recorded in subsoil radon. All curves are normalized to
the maximum. A black rectangle marks the estimated exposure time of the voltage
pulse. a – is the Kronotsky earthquake on December 5, 1997 with M = 7.7, б – is the
Avacha Bay earthquake on February 19, 2015 with M = 5.5, в – is the earthquake on
March 20, 2016 with M=6.4. 1) calculated curves, 2) initial data, 3) curves, filtered by
a high—frequency filter with a boundary frequency 0.07 hour−1]
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Однако в настоящее время связь изменения уровня грунтовых вод и
динамики значений ОАР в пункте наблюдений пока не установлены. Поэтому
было предложено использовать математическую модель динамики ОАР, которая
учитывает непосредственный выход избыточного радона из порового пространства
за счёт напряженно-деформированного состояния вблизи датчика регистрации.

Физическая модель

Мы будем рассматривать изменения во времени значений ОАР вблизи
датчика регистрации при условии напряженно-деформированного состояния.
Сначала значения ОАР образуют некоторый фоновый уровень. В зависимости от
выбранного периода наблюдений фоновый уровень испытывает суточные и/или
сезонные вариации, однако всегда можно выбрать его некоторое среднее значение.
Далее начиная с некоторого момента времени, включается напряжение геосреды,
за счет которого происходит выход избыточного радона в ее поровое пространство
в том числе и вблизи датчика регистрации. Этот процесс эквивалентен
увеличению интенсивности эманирования радона в пористой среде. В результате
происходит рост ОАР до некоторого момента времени. Далее происходит разгрузка
напряжения до первоначального фонового уровня значений ОАР. Рост и разгрузка
напряжений зависит от геолого-физических параметров, которые формируют
функцию возмущения геосреды.

Математическая модель

Отметим, что математические модели для изучения динамики радона в рамках
теории эманационного можно разделить на два основных типа: диффузионно-
конвективные модели [24, 25], которые описывают пространственный перенос
радона за счет механизмов диффузии и конвекции и динамические модели [21],
которые описывают изменения во времени концентрации радона в некоторой точке
геосреды. В настоящей работе мы будем рассматривать динамическую модель
изменения концентрации радона в точке пористой геосреды, расположенной вблизи
датчика регистрации.

Рассмотрим следующую задачу:

dC(t)

dt
= −λC(t) + q(t), C(t0) = C0, (1)

где C (t) – концентрация радиоактивного компонента в пористой геосреде
на единицу объема, к-во частиц/м3; t ∈ [t0, T ] – время рассматриваемого
процесса,t0, T - начальный и конечный момент времени, с; λ = 2, 1 · 10−6 –
постоянная радиоактивного распада, с−1; q(t) = q0 · exp(f(σ(t))) – функция
источника радона, к-во частиц/(м3с), характеризует поступление радиоактивного
компонента в ее напряженном состоянии, которое определяется функцией f(σ(t)),
q0 – интенсивность эманирования радиоактивного компонента в ненапряженном
состоянии.
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Замечание 1. Задачу Коши (1) можно переписать в терминах ОАР в силу того,
что она обычно измеряется на пунктах регистрации радонового мониторинга. Для
перехода к ОАР необходимо воспользоваться формулой [4]:

A(t) =
λC(t)

η
, (2)

где η – коэффициент пористости.

Поэтому умножая правую и левую части на уравнения (1) мы приходим к
следующей задаче:

dA(t)

dt
= −λA(t) + qA(t), A(t0) = A0, (3)

где qA(t) = λAfon · exp(f(σ(t)), Afon =
q0

η
.

Решение задачи Коши (3) можно получить с помощью интегрального
преобразования Лапласа [26] в виде:

A(t) = A(t0)e
−λt +

∫ t
t0

e−λ(t−τ)qA(τ)dτ. (4)

Первое слагаемое в правой части (4) отвечает за влияние начального состояния
системы, второе – за влияние напряженного состояния массива горных пород.

Замечание 2. Для функции f(σ(t)) в первом приближении можно выбрать
такую зависимость f(σ(t)) = aσ(t) , следуя работе [20], где a – положительный
коэффициент пропорциональности. Тогда скорость поступления радиоактивного
компонента будет иметь вид:

q(t) = qn exp(aσ(t)). (5)

Разложим экспоненту в формуле (5) в ряд Маклорена и возьмем его первые
два слагаемых, т. е. линейная часть:

qA(t) = qn + a1σ(t), a1 = aqn, qn = λAfon. (6)

Подставляя (6) в формулу (4), мы получим:

A(t) = A(t0)e
−λt +

∫ t
t0

e−λ(t−τ)(qn + a1σ(τ))dτ. (7)

Рассмотрим более внимательно второе слагаемое в уравнении (7):

Aσ(t) =

∫ t
t0

e−λ(t−τ)(qn + a1σ(τ))dτ = qn

∫ t
t0

e−λ(t−τ)dτ+ a1

∫ t
t0

σ(τ)e−λ(t−τ)dτ =

=
qn

λ
(1− e−λ(t−t0)) + a1

∫ t
t0

σ(τ)e−λ(t−τ)dτ. (8)
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Тогда с учетом соотношения (8) решение (7) запишется так:

A(t) = A(t0)e
−λt +

qn

λ
(1− e−λ(t−t0)) + a1

∫ t
t0

σ(τ)e−λ(t−τ)dτ. (9)

Здесь первое и второе слагаемые в правой части уравнения (9) определяет реакцию
на нормальное состояние, а третье слагаемое характеризует изменение радона под
действием напряжения.

Функцию напряжения (активации) σ(t) в формуле (9) мы будем рассматривать
в виде:

σ(t) = σ0 + σ1(t)[H(t− tn) −H(t− tz)] + σ2(t)[H(t− tz)], (10)

где H(t − tn) =

{
1, t ⩾ tn

0, t < tn
– функция Хевисайда; σ0 – положительная

константа, фоновое напряжение; σ1(t) – функция напряжения на стадии
возникновения аномалии от начального момента времени tn вплоть до
максимального значения аномалии tz (tn ⩽ t ⩽ tz), σ2(t) – функция напряжения
после максимального значения аномалии (t > tz) определяет её разгрузку.

Выбирая в функции активации (10), конкретный вид функций напряжений
σ1(t) и σ2(t) мы будем получать отклик в динамики ОАР, который должен
отображаться на расчетных кривых, полученных по формуле (9).

Найдем константу интегрирования A(t0) из начального условия (3). Для этого
сначала рассмотрим более детально третье слагаемое в решении (9). Функцию
активации (10) можно записать следующим образом:

σ(t) =


σ0, t ⩽ tn

σ0 + σ1(t), tn ⩽ t ⩽ tz

σ0 + σ2(t), tz ⩽ t

. (11)

Из функции (11), в силу того, что t0 ⩽ tn , следует, что интеграл в решении (9)
для t ⩽ tn переходит в функцию: a1σ0

λ
(1−e−λ(t−t0)). Поэтому решение (9) для t ⩽ tn

будет следующим:

A(t) = A(t0)e
−λt +

qn + a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)). (12)

С учетом начального условия (3) при t = t0 мы находим:

A(t0) = A0e
λt0. (13)

Окончательно решение (9) с учетом соотношения (13) можно записать в виде:

A(t) = A0e
−λ(t−t0) +

qn

λ
(1− e−λ(t−t0)) + a1

∫ t
t0

σ(τ)e−λ(t−τ)dτ. (14)

Рассмотрим случай, когда в функции активации (11) функции напряжения
выбраны так:
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σ(t) =


σ0 + a, t ⩽ tn

σ0 + ae
b1(t−tn), tn ⩽ t ⩽ tz

σ0 + ae
−b2(t−tz), tz ⩽ t

. (15)

Пример графика функции активации (15) приведен на рис. 2.

Рис. 2. Пример функция активации (15) при σ0 = 10
[Figure 2. Example activation function (15) at σ0 = 10]

Для t ⩽ tn интеграл дает a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) или

A(t) = A0e
−λ(t−t0) +

qn + a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)). (16)

Для tn ⩽ t ⩽ tz интеграл дает a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) + aa1e
b1tz

λ+b1
(eb2(t−tn) − e−λ(t−tn)) или

A(t) = A0e
−λ(t−t0) +

qn + a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) +
aa1e

b1tn

λ+ b1
(eb1(t−tn) − e−λ(t−tn)). (17)

Замечание 3. В силу того, что среднее время роста аномалии много больше
среднего времени жизни радона, то τa = 1

b1
≪ τRn = 1

λ
и b1 ≫ λ, тогда решение (17)

можно упростить:

A(t) = A0e
−λ(t−t0) +

qn + a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) + K1e
b1(t−tn), K1 =

aa1e
b1tn

λ
. (18)

Для t ⩾ tz интеграл дает a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) + aa1e
−b2tz

λ−b2
(e−b2(t−tz) − e−λ(t−tz)) или

A(t) = A0e
−λ(t−t0) +

qn + a1σ0
λ

(1− e−λ(t−t0)) + K2(e
−b2(t−tz) − e−λ(t−tz)), (19)

где K2 = aa1e
−b2tz

λ−b2
.

Здесь для третьего слагаемого возможны случаи:
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1. b2 >> λ – напряжение снимается быстро, например, в течении суток:

aa1e
−b2tz

b2
eλt (20)

2. b2 << λ – напряжение снимается медленнее, чем распадается
радон,например, в течении месяца и более:

aa1e
−b2tz

λ
e−b2t (21)

3. b2 и λ – соизмеримые, то работает общая формула (19).

Замечание 4. Формуле (19) первое слагаемое уменьшается при больших
временах, а второе увеличивается и выходит на асимптотику K0 = qn+a1σ0

λ
. Далее

чтобы согласовать первую и вторую ветки решений при t ⩽ tn и при tn < t < tz
нужно учесть, что на границе t = tn значение ОАР K0+K1eb1tn , поэтому выберем его
за фоновый уровень. Для того, чтобы согласовать вторую и третью ветки решения
на границе t = tz.

Исходя из выше сказанного, решение задачи (3) можно записать так:

A(t) =


K0 + K1e

b1tn , t ⩽ tn

K0 + K1e
b1t, tn < t < tz

K0 + K2(e
−b2t − e−λt), tz ⩽ t < tf

K0 + K1e
b1tn , t ⩾ tf

. (22)

Замечание 5. В решении (22) нужно обратить внимание на согласование второй
и третьей ветки решения на границе t = tz. Приравняв эти ветви на границе t = tz
мы получаем условие согласования:

K2 =
K1e

b1tz

e−b2tz − e−λtz
. (23)

Замечание 6. Для того, чтобы третья ветка решения переходила в фоновый
уровень ОАР, нужно найти время tf из трансцендентного уравнения:

e−b2tf − e−λtf =
K1

K2
eb1tn. (24)

Частные случаи решения
При b2 << λ

A(t) =


K0 + K1e

b1tn, t ⩽ tn

K0 + K1e
−b1t, tn < t < tz

K0 + K3e
−λt, tz ⩽ t < tf

K0 + K1e
b1tn , t ⩾ tf

, (25)
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где условия согласования (25) имеет вид: K3 = K1e(λ+b1)tz, а время tf =
ln

K3
K1

−b1tn

λ
.

При b2 >> λ

A(t) =


K0 + K1e

b1tn, t ⩽ tn

K0 + K1e
−b1t, tn < t < tz

K0 + K4e
−b2t, tz ⩽ t < tf

K0 + K1e
b1tn , t ⩾ tf

, (26)

где K4 = K1e(b2+b1)tz, tf
ln(

K4
K1

)−b1tn

b2
.

Результаты моделирования

Результаты моделирования будет проводить в среде символьной математики
Maple2021. Выберем следующие значения параметров: λ = 0.18144 сут−1, tn = 20

сут, tz = 35 сут, b1 = 0.35 сут−1, K1 = 0.001, K0 = 1000 Бк/м3, t0 = 0. Остальные
параметры выбирались: для случая:b2 >> λ: b2 = 0.05 сут−1, K2 = 1202.604284,
tf = 140 сут; для случая b2 << λ: случай, когда b2 и λ соизмеримы: b2 = 2 сут−1,
K2 = 119688.1299, tf = 64 сут; b2 = 0.1, K2 = 7345.219127, tf = 88 сут.

Рис. 3. Расчетные кривые ОАР: случай b2 >> λ (черная кривая) по формуле (25);
случай b2 << λ (красная кривая) по формуле (26); случай, когда b2 и λ
соизмеримые по формуле(22).

[Figure 3.Calculated curves of radon volume activity: case b2 >> λ (black curve)
according to the formula (25); case b2 << λ (red curve) according to the formula (26);

the case when b2 and λ are commensurate according to the formula(22).]

На рис.3 приведены расчетные кривые ОАР, полученные по формулам (22) –
(26). Мы видим, что форма расчетных кривых на рис. 2 похожа на форму аномалий
в почвенном радоне, представленной на рис. 1(в), которая предшествовала
землетрясению в районе Авачинского залива 20 марта 2016 г. с М=6.4.

На форму расчетных кривых на рис.3 в процессе разгрузки напряжений
играет роль параметр b2 , чем меньше значения этого параметра, тем медленнее
происходит разгрузка напряжения. Это также следует из оценки среднего времени
разгрузки напряжения, которое можно определить из соотношения τ = 1/b2.
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Интересно отметить, что при увеличении времени начала аномалии tn = 25 сут,
уменьшается время выхода на фоновый уровень для трех случаев (рис. 4): b2 >> λ
– 54.3 сут, b2 << λ – 105 сут, когда b2 и λ соизмеримые – 70.6 сут.

Рис. 4. Расчетные кривые ОАР, построенные при значении tn = 25 сут, остальные
параметры остались неизменными как на рис.2.

[Figure 4.The calculated curves of radon volume activity, plotted at a value of tn =25
days, the remaining parameters remained unchanged as in Fig.2.]

Заключение

В статье показано, что с помощью математического и компьютерного
моделирования можно исследовать аномалии в динамике радона, которые
могут предшествовать сейсмическим событиям. В частности, показано, что
аномалии, возникающие в поле почвенного радона (рис.1в), могут быть описаны
с помощью, предложенной математической модели (1) с функцией напряжения
(15). Дальнейшее развитие исследований заключается в выборе других функций
напряжения (10) для описания аномалий (рис.1а) и (рис.1б). Далее будет
проведено уточнение параметров модели согласно экспериментальным данным
по радоновому мониторингу, проводимому на Камчатке. Будет доработан
программный комплекс на языке C++. Другое направление работы связано
с разработкой новых математических моделей динамики радона в рамках
неклассической теории эманационного метода и проведение сопоставление с ранее
полученными результатами и экспериментальными данными [25,27].
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