
Вестник КРАУНЦ.Физ.-мат. науки. 2025. Т. 50. №1. C. 39 - 61. ISSN 2079-6641

МАТЕМАТИКА

https://doi.org/10.26117/2079-6641-2025-50-1-39-61

Научная статья

Полный текст на русском языке

УДК 517.95

Посвящается памяти профессора А.К. Уринова

Об одной краевой задаче со смещением для
параболо-гиперболического уравнения с двумя
перпендикулярными линиями изменения типа

И.У. Хайдаров1∗, Р. Т. Зуннунов2,3,4

1 Ферганский государственный университет, 150100, Фергана,
улица Мураббийлар, 19, Узбекистан

2 Филиал Российского государственного университета нефти и газа (НИУ)
имени И. М. Губкина в г. Ташкенте, 100125, г. Ташкент, улица Дурмон йули, 34, Узбекистан

3 Институт математики имени В.И. Романовского АН РУЗ., 100125, г. Ташкент,
улица Университет, 9, Узбекистан

4 Международный Университет Нордика, 100043, г. Ташкент, улица Бунедкор, 8/2, Узбекистан

Аннотация. В статье рассматривается краевая задача со смещением для параболо-гиперболического
уравнения, содержащее спектральный параметр и характеризующееся наличием двух взаимно
перпендикулярных линий изменения типа. Область, в которой исследуется уравнение, состоит из подобластей,
в каждой из которых уравнение изменяет тип — параболический в одних частях и гиперболический в других,
что делает задачу особенно интересной и сложной в аналитическом плане. Кроме того, учтено наличие
разрыва в коэффициентах уравнения, что обуславливает применение специального подхода при формулировке
условий склеивания на границах областей различных типов. Целью работы является постановка и
обоснование корректности (существования и единственности решения) краевой задачи со смещением в
сложной геометрической области при произвольном вещественном значении спектрального параметра
λ. При исследованияи поставленной задачи авторы используют метод интегральных преобразований и
теории операторов, включая интегральные и интегро-дифференциальные операторы типа An,λ

mx , Bn,λ
mx , Cn,λ

mx ,
свойства которых играют ключевую роль в анализе задачи. Показано, что исходную задачу можно свести
к эквивалентной системе интегральных уравнений Фредгольма второго рода с непрерывными ядрами,
разрешимость которых устанавливается с помощью теоремы, альтернативы Фредгольма. Доказывается, что
решение задачи можно представить в виде явных интегральных формул с использованием функций Бесселя
и специальных ядер, описывающих поведение решения в различных частях области. При этом существенную
роль играют условия согласования, обеспечивающие корректное склеивание решений в линиях изменения
типа уравнения и по линии разрыва коэффициентов.
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Abstract. The paper addresses a boundary value problem with a shift for a parabolic-hyperbolic equation involving a
spectral parameter and characterized by the presence of two mutually perpendicular lines of type change. The domain
under consideration is composed of subdomains in which the equation changes type—being parabolic in some regions
and hyperbolic in others—making the problem particularly interesting and analytically challenging. Additionally, the
equation includes discontinuous coefficients, which necessitates a special formulation of the transmission (gluing)
conditions at the interfaces between regions of different types. The study aims to formulate and justify the well-
posedness (existence and uniqueness of the solution) of the boundary value problem with a shift in a complex
geometrical domain for an arbitrary real value of the spectral parameter λ. The authors employ the method of
integral transforms and operator theory, including integral and integro-differential operators of the form An,λ

mx , Bn,λ
mx ,

and Cn,λ
mx , whose properties play a key role in the analysis. It is shown that the original problem can be reduced to

an equivalent system of Fredholm integral equations of the second kind with continuous kernels. The solvability of
this system is established using the Fredholm alternative theorem. Furthermore, it is demonstrated that the solution
can be represented explicitly in terms of integral formulas involving Bessel functions and special kernels that capture
the behavior of the solution in various parts of the domain. Matching conditions play a crucial role in ensuring the
correct joining of solutions across regions where the type of the equation changes and along the line of coefficient
discontinuity.
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Введение

Началом нового важного этапа в развитии теории краевых задач для уравнений
эллиптического, гиперболического и смешанного типов стали “нелокальные
задачи”, т.е задачи с нелокальными краевыми условиями, общее определение и
классификация которых даны в работе [1].

К таким задачам, прежде всего, относятся задачи типа Бицадзе-Самарского,
впервые предложенные в 1969 году А.В. Бицадзе и А.А. Самарским [2]. В этих
задачах нелокальные условия связывают значения искомого решения в граничных
и внутренних точках области рассмотрения уравнения. Изучению таких задач
посвящены многочисленные работы, среди которых отметим работы [3–5] и др.

К нелокальным задачам относятся также “задачи со смещением”, предложенные
А.М. Нахушевым в 1969 году [6]. В этих задачах нелокальные условия связывают
значения искомой функции или ее производной (вообще говоря, дробного порядка,
зависящие от порядка вырождения уравнения), принимаемых на гиперболической
части границы области рассмотрения. Такие задачи являются обобщением
задачи Трикоми, а так же содержат широкий класс локальных краевых
задач для уравнений смешанного типа и возникают при изучении различных
вопросов прикладного характера, например, вопросов математической биологии,
прогнозирования почвенной влаги, математического моделирования процессов
излучения лазера, проблем физики плазмы и т.д. Поэтому эти задачи вызвали
широкий интерес многих исследователей, в том числе учеников А.М. Нахушева,
М.С. Салахитдинова и Т.Д. Джураева.

В большинстве работ, где изучены задачи со смещением для уравнений
смешанного типа, рассмотрены модельные уравнения или линейные уравнения
со специально подобранными коэффициентами при младших производных. Более
того, А.М. Нахушевым в 1970 году доказано [7], что коэффициенты уравнения
при младших членах существенно влияют на постановку и исследование краевых
задач со смещением. В c [6], при постановке задач со смещением для уравнения
колебаний струны использован оператор sign (x− a) (d/dx), а в случае уравнений

yuxx + uyy = 0, (1)

signy|y|
m
uxx + uyy = 0 (2)

- операторы дробного дифференцирования Dα
ax.

Обширную библиографию в этом направлении можно найти в [8–10].
Следовательно, можно ожидать, что при постановке и исследовании задач

со смещением для уравнений с младшими членами возникают операторы более
сложной структуры. Видимо, поэтому малоизученными остались задачи со
смещением для уравнений смешанного типа с младшими членами.

Из всего вышеизложенного возникает естественный вопрос: можно ли
исследовать задачи со смещением и задачи типа Бицадзе-Самарского для
уравнений со спектральным параметром, а также вопросы о спектре таких
задач для уравнений смешанного типа. Монография М.С. Салахитдинова и А.К.

41



ISSN 2079-6641 Хайдаров И. У., Зуннунов Р.Т.

Уринова [11] посвящена изучению этих вопросов на примере уравнений смешанного
(эллиптико-гиперболического типа)

signyuxx + uyy − λ2u = 0, (3)

signy|y|muxx + uyy − λ2|y|mu = 0, m = const > 0, (4)

где λ - заданный, вообще говоря комплексный параметр.
При постановке и исследовании краевых задач для этих уравнений

в ограниченных областях использованы свойства следующих интегральных
и интегро-дифференциальных операторов, введенных и изученных в этой
монографии:

An,λmx [f(x)] ≡ f(x) −
x∫
m

f(t)

(
t−m

x−m

)n
∂

∂t
J0[λ

√
(x−m)(x− t) ]dt, (5)

Bn,λmx[f(x)] ≡ f(x) +
x∫
m

f(t)

(
x−m

t−m

)1−n
∂

∂x
J0[λ

√
(t−m)(t− x) ]dt, (6)

C0,λmx [g(x)] ≡ sign(x−m)

 d

dx
g(x) +

1

2
λ2

x∫
m

g(t)�J1 [λ(x− t)]dt

 , (7)

C1,λsx [f(x)] ≡
1

Γ(2β)

d

dx

x∫
s

f(t)|x− t|2β−1�Jβ [λ(x− t)]dt+

+
λ2sign(x− s)

2(1+ β)Γ(1+ 2β)

x∫
s

f(t)|x− t|2β�Jβ+1 [λ(x− t)]dt, (8)

где f (x) - функция, определенная в (a, b) , а s ∈ [a, b] ; β = m/ (2m+ 4) , причем
в силу m > 0 справедливо неравенство 0 < β < 1/2; n = 0, 1. Здесь �Jα(z) =

Γ(α + 1)(z/2)−αJα(z) - функция Бесселя-Клиффорда, где Jα(z) - функция Бесселя
первого рода порядка α, Γ(z) - гамма-функция Эйлера [12].

При рассмотрении операторов An,λsx и Bn,λsx предположим, что f (x) ∈ C (a, b) ∩
L [a, b] , а в случае оператора C1,λsx предполагаем что f (x) ∈ C(0,α) (a, b) ∩ L [a, b]
(α > 1− 2β) . При таких предположения относительно функции f (x) выражения
An,λsx [f (x)] , Bn,λsx [f (x)] и C1,λsx [f (x)] будут определены в (a, b) и принадлежать классу
C (a, b) .

Для приведенных выше операторов имеют место следующие теоремы [11],
которые используются при получении основных функциональных соотношений
для исследования краевых задач:

Теорема 1. Если f(x) ∈ C(a, b)∩ L(a, b), то для любых m ∈ [a, b] и x ∈ (a, b)

справедливы следующие равенства:

An,λmx
{
Bn,λmx [f(x)]

}
= f(x), Bn,λmx

{
An,λmx [f(x)]

}
= f(x). (9)
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Теорема 2. Если f(x) ∈ C(a, b)∩ L(a, b), то для любых m ∈ [a, b] и x ∈ (a, b)

имеет место равенство

A0,λmx


x∫
m

B1,λmt [f(t)]dt

 =

x∫
m

f(t)J0 [λ(x− t)]dt. (10)

Теорема 3. Если f(x) ∈ C1(a, b)∩L(a, b), то для любых m ∈ [a, b] и x ∈ (a, b)

справедливо равенство

A1,λmx

{
d

dx
B0,λmx[f(x)]

}
= sign(x−m) · C0,λmx [f(x)] . (11)

Теорема 4. Если f(x) ∈ C1(a, b) ∩ L(a, b), то для любых k, λ = const и x ∈
(a, b) справедливо равенство

x∫
k

f(t) J0

[
λ2
√
(t− k)(t− x)

]
dt =

x∫
k

B1,λkx [f(t)]dt. (12)

Нелокальные краевые задачи для уравнения (4) в неограниченных смешанных
областях, рассмотрены, например, в работах [13–16].

Данная работа является продолжением исследований в этом направлении для
уравнения смешанного (параболо-гиперболического) типа.

Постановка задачи

Пусть G – конечная односвязная область плоскости xOy, ограниченная
отрезками: AA∗ = {(x, y) : x− y = 1, 0 ≤ x ≤ 1}, A∗E∗ = {(x, y) : y = −1,−1 ≤ x ≤ 0},
E∗B∗ = {(x, y) : x = −1,−1 ≤ y ≤ 0}, B∗B = {(x, y) : x − y = −1, 0 ≤ y ≤ 1},

BE = {(x, y) : y = 1, 0 ≤ x ≤ 1}, EA = {(x, y) : x = 1, 0 ≤ y ≤ 1}.
Введем обозначения: D = G ∩ (x+ y > 0) , G0 = D ∩ (x > 0) ∩ (y > 0) ,

G1 = D ∩ (y < 0) , G2 = D ∩ (x < 0) , D∗ и G∗
0, G

∗
1, G

∗
2 – области, симметричные

к областям D и G0, G1, G2 соответственно относительно отрезка MK =

{(x, y) : x+ y = 0,−1 ≤ x ≤ 1} ;

θ0 (t) = θ0 (t/2,−t/2) , θ1 (t) = θ1 ((t+ 1) /2, (t− 1) /2) ,

θ2 (t) = θ2 (−t/2, t/2) , θ3 (t) = θ3 ((t− 1) /2, (t+ 1) /2) .

Рассмотрим уравнение
L3u(x, y) = 0, (13)

в области G где

L3 ≡


∂2

∂x2
−H(−xy)

∂2

∂y2
−H(xy)

∂

∂y
− λ2(signy) в D \ (xy = 0),

∂2

∂y2
−H(−xy)

∂2

∂x2
+H(xy)

∂

∂x
+ λ2(signx) в D∗ \ (xy = 0),
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λ− заданное действительное число, а H(z)− функция Хевисайда.
Уравнение (9) в области G принадлежит смешанному типу, а именно: в областях

G0, G∗
0 – параболическому типу, а в областях Gj, G∗

j , j = 1, 2 – гиперболическому
типу. Отрезки B∗A = {(x, 0) : −1 < x < 1} и A∗B = {(0, y) : −1 < y < 1} являются
линиями изменения типа, а MK− линией разрыва последнего коэффициента
уравнения.

Под регулярным в области D(D∗) решением уравнения (9) будем понимать
функцию

u(x, y) ∈ C(D)∩C2,1x,y(G0)∩C2,2x,y(G1∪G2)
[
u(x, y) ∈ C(D∗) ∩ C1,2x,y(G∗

0) ∩ C2,2x,y(G∗
1 ∪G∗

2)
]
,

удовлетворяющую в областях G0, G1 и G2 (G∗
0, G

∗
1 и G∗

2) уравнению (9), а на
линиях изменения типа – непрерывным условиями склеивания: u(t,+0) = u(t,−0),
u(+0, t) = u(−0, t), 0 ≤ t ≤ 1 (−1 ≤ t ≤ 0), uy(t,+0) = uy(t,−0), ux(+0, t) =

ux(−0, t), 0 < t < 1 (−1 < t < 0) и такую, что функции ux(t, 0), uy(t, 0), ux(0, t) и
uy(0, t) ограничены при t→ 0 и t→ 1 (t→ −1 и t→ 0).

Задача H. Требуется найти функцию u (x, y) со следующими свойствами:
1) u (x, y) ∈ C

(
�D, �D∗) ∩ C1 (G\MK) является регулярным в областях D и D∗

решением уравнения (9);
2) u (x, y) удовлетворяет краевым условиям

u |AE = φ (y) , 0 ≤ y ≤ 1, (14)

u |A∗E∗ = φ
∗ (x) , −1 ≤ x ≤ 0, (15)

a1 (y)A
0,λ
0y {u [θ2 (y)]}+ b1 (y)A

0,λ
−1y {u [θ1 (y)]}+ c1 (y)u (0, y) = d1 (y) , (0, y) ∈ A∗O,

(16)
a2 (y)A

0,λ
0y {u [θ2 (y)]}+ b2 (y)A

0,λ
1y {u [θ3 (y)]}+ c2 (y)u (0, y) = d2 (y) , (0, y) ∈ OB,

(17)
где q ̸= 0 – заданное число, а φ (y), φ∗ (x), pj (t), aj (y), bj (y), cj (y), dj (y)

(
j = 1, 2

)
–

заданные функции, причем φ (y), φ∗ (x) – непрерывно дифференцируемые, а pj (t),
aj (y), bj (y), cj (y), dj (y) – дважды непрерывно дифференцируемые в замыкании
своих областей определения функции и a2j

(
[(−1)jy]

)
+b2j

(
[(−1)jy]

)
+c2j

(
[(−1)jy]

)
̸=

0, ∀y ∈ [0, 1] j = 1, 2; A0,λ0y и A0,λ1y – операторы, определенные формулами (1).
От заданных функций потребуем, чтобы

bj(0) = 0, aj[(−1)
j] = 0, j = 1, 2; a1(y) ̸= b1(y), y ∈ [−1, 0];

d2(0)[a2(0) + c2(0)]
−1 − qd1(0)[a1(0) + c1(0)]

−1 = p1(0) = p2(0),

d1(−1)[b1(−1) + c1(−1)]
−1 = φ∗(0);

 (18)

αj (x) ̸= 0, β ′
j (x) ≤ 0, γ ′

j(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, 1], j = 1, 2, (19)

где
αj (x) = aj

[
(−1)jx

]
+ bj

[
(−1)jx

]
+ 2cj

[
(−1)jx

]
,

βj(x) = aj

[
(−1)jx

]
/αj(x), γj(x) = bj[(−1)

jx]/αj(x).
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При исследование задачи H существенно используется задача Γ , об определении
регулярного в области D решения уравнения (9), удовлетворяющее условиям (10),
(13) и

a1 (−x)A
0,λ
0x {u [θ0 (x)]}+ b1 (−x)A

0,λ
1x {u [θ1 (x)]}+ c1 (−x)u (x, 0) = d0(x), (x, 0) ∈ OA,

(20)
где d0(x) – заданная дважды непрерывно дифференцируемая функция.

Отметим, что задача H при λ = 0 изучена в работе [17]. В данной задаче
докажем однозначную разрешимость задачиH для произвольного действительного
λ. Задачи, аналогичные задаче H, для одного уравнения смешанного эллиптико-
гиперболического типа со спектральным параметром, поставлены и исследованы
в работах [18–22].

Отметим, также что в работе [9] для уравнения (9) в области D рассмотрены
некоторые локальные краевые задачи, а в работах [24], [25] – нелокальные краевые
задачи типа Γ .

Пусть u(x, y) – решение задачи Γ. Введем обозначения:

τ1(t) = u(t, 0), τ2(t) = u(0, t), 0 ≤ t ≤ 1;
τ∗1(t) = u(t, 0), τ

∗
2(t) = u(0, t), −1 ≤ t ≤ 0;

ν1(t) = uy(t, 0), ν2(t) = ux(0, t), 0 < t < 1;

ν∗1(t) = uy(t, 0), ν
∗
2(t) = ux(0, t), −1 < t < 0.

Предположим, что τj (z) ∈ C [0, 1] ∩ C2 (0, 1) , νj (z) ∈ C1 (0, 1) , а τ ′j(z) и νj(z) -
ограничены при z→ 0 и z→ 1, где j = 1, 2. Тогда решение u (x, y) уравнения (9) в
областях G1 и G2 представимо в виде [26]

u(x, y) =
1

2
[τ1(x+ y) + τ1(x− y)] +

1

2

x+y∫
x−y

ν1(t)J0

[
λ

√
(x− t)2 − y2

]
dt+

+
1

4
λ2y

x+y∫
x−y

τ1(t) �J1

[
λ

√
(x− t)2 − y2

]
dt, (x, y) ∈ G1; (21)

u(x, y) =
1

2
[τ2(y+ x) + τ2(y− x)] +

1

2

y+x∫
y−x

ν2(t)J0

[
λ

√
(y− t)2 − x2

]
dt+

+
1

4
λ2x

y+x∫
y−x

τ2(t) �J1

[
λ2

√
(y− t)2 − x2

]
dt, (x, y) ∈ G2, (22)

соответственно.
Из (17) следует, что

u [θ0 (x)] =
1

2
τ1 (0) +

1

2
B0,λ0x [τ1 (x)] −

1

2

x∫
0

ν1 (t)J0

[
λ
√
t (t− x)

]
dt,
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u [θ1 (x)] =
1

2
τ1 (1) +

1

2
B0,λ1x [τ1 (x)] −

1

2

1∫
x

ν1 (t)J0

[
λ
√
(1− t) (x− t)

]
dt,

где B0,λ0x и B0,λ1x – операторы, определенные равенством (2).
Применяя к этим равенствам соответственно операторы A0,λ0x , A

0,λ
1x и принимая

во внимание равенства (5), (6) и (8), получим

A0,λ0x {u [θ0 (x)]} =
1

2
τ1 (0) J0 (λx) +

1

2
τ1 (x) −

1

2

x∫
0

ν1 (t)J0 [λ (x− t)]dt,

A0,λ1x {u [θ1 (x)]} =
1

2
τ1 (1) J0 [λ (1− x)] +

1

2
τ1 (x) −

1

2

1∫
x

ν1 (t)J0 [λ (t− x)]dt.

Принимая во внимание эти равенства и введенные обозначения, из условия (16)
находим

α1 (x) τ1 (x) = 2d0 (x) − a1 (−x) τ1 (0) J0 (λx)−

− b1 (−x) τ1 (1) J0 [λ (1− x)] + a1 (−x)

x∫
0

ν1 (t) J0 [λ (x− t)]dt+

+ b1 (−x)

1∫
x

ν1 (t) J0 [λ (t− x)]dt, 0 ≤ x ≤ 1. (23)

Формула (19) является функциональным соотношением между τ1 (x) и ν1 (x)
на отрезке OA, принесенное из области G1.

Аналогично, пользуясь формулой (18) и условием (13), находим
функциональное соотношение между τ2 (x) и ν2 (x) на отрезке OB, принесенное из
области G2;

α2 (x) τ2 (x) = 2d2 (x) − a2 (x) τ2 (0) J0 (λx)−

− b2 (x) τ2 (0) J0 [λ (1− x)] + a2 (x)

x∫
0

ν2 (t) J0 [λ (x− t)]dt+

+ b2 (x)

1∫
x

ν2 (t)J0 [λ (t− x)]dt, 0 ≤ x ≤ 1. (24)

Причем здесь y переобозначена через x.
Полагая в равенствах (19) и (20) сперва x = 0, а затем x = 1 и учитывая условия

b1(0) = b2(0) = a1(−1) = a2(1) = 0, находим

τ1 (0) =
d0 (0)

a1 (0) + c1 (0)
, τ1 (1) =

d0 (1)

b1 (−1) + c1 (−1)
, (25)

τ2 (0) =
d2 (0)

a2 (0) + b2 (0)
, τ2 (1) =

d2 (1)

b2 (1) + c2 (1)
.
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Из этих равенств, в силу u(x, y) ∈ C(D), следует, что заданные функции
должны удовлетворять условиям согласования вида

d2(0)[a1(0) + c1(0)] = d0(0)[a2(0) + c2(0)], d0(1) = φ(0)[b1(−1) + c1(−1)].

При выполнении этих условий значения функции u(x, y) в точках (0,1), (0,0) и
(1,0) однозначно определяется через данные задачи Γ .

Следовательно, задача Γ в смысле разрешимости эквивалентна задаче Γ̃ , об
определении в области G0 решения u(x, y) ∈ C(G0) ∩ C1(G0 ∪ OA ∪ OB) ∩ C2(G0)
уравнения

uxx − uy − λ
2u = 0, (26)

удовлетворяющего условиям (10), (19) и (20).
Исследуем эту задачу. Пусть u (x, y) – решение задачи Γ̃ при d2 (x) ≡ d0 (x) ≡

φ (y) ≡ 0. Тогда в области G0 справедливо тождество

0 = u
(
uxx − uy − λ

2u
)
= (uux)x −

1

2

(
u2
)
y
− (ux)

2 − λ2u.

Интегрируя это тождество по области G0 и применяя формулу Грина, получим

2

∫∫
G0

[
(ux)

2 + λ2u
]
dxdy+

1∫
0

u2 (x, 1)dx+ 2

1∫
0

τ2 (x)ν2 (x)dx =

1∫
0

τ21 (x)dx. (27)

С другой стороны, переходя к пределу при y → 0 и учитывая введенные
обозначения, из (22) получим

τ ′′1 (x) − λ
2τ1(x) − ν1(x) = 0, 0 < x < 1. (28)

Умножая равенство (24) на τ1 (x) и интегрируя полученное равенство на отрезке
[0, 1] , с учетом τ1(0) = τ1(1) = 0, находим

1∫
0

τ1 (x)ν1 (x)dx = −λ2
1∫
0

τ21 (x)dx−

1∫
0

[τ ′1 (x)]
2
dx ⩽ 0. (29)

Теперь, пользуясь равенствами (19) и (20) при d2 (x) ≡ d0 (x) ≡ φ(y) ≡ 0,

докажем, что

lj =

1∫
0

τj (x)νj (x)dx ⩾ 0, j = 1, 2.

Пусть j = 1. Тогда, подставляя τ1 (x) , найденную из (19), в l1, имеем

l1 =

1∫
0

ν1 (x)dx

β1(x)
x∫
0

ν1 (t) J0 [λ (x− t)]dt+ + γ1 (x)

1∫
x

ν1 (t) J0 [λ (t− x)]dt

 ,
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Отсюда, заменяя функции J0 (z) по формуле [12]

Jω(z) =
(z/2)ω√

πΓ(ω+ 1/2)

1∫
−1

(1− ξ2)
ω−(1/2)

cos(ξz)dξ, Reω > −1/2, (30)

получим

l1 =
1

π

1∫
−1

(
1− ξ2

)−1/2
dξ

1∫
0

ν1 (x)

β1 (x) x∫
0

ν1 (t) cos [λ (x− t)]dt+

+ γ1 (x)

1∫
x

ν1 (t) cos [λ (t− x)]dt

dx.
Пользуясь формулой косинуса разности и равенством

f (x)

x∫
m

f (t)dt =
1

2

d

dx

 x∫
m

f (t)dt

2

,

выражение l1 можно переписать в виде

l1 =
1

2π

1∫
−1

(
1− ξ2

)−1/2
dξ×

×


1∫
0

β1(x)
d

dx

 x∫
0

ν1(t) cos(λtξ)dt

2

+

 x∫
0

ν2(t) sin(λtξ)dt

2 dx −
−

1∫
0

γ1 (x)
d

dx


 1∫
x

ν1 (t) cos (λtξ)dt

2

+

 1∫
x

ν1 (t) sin (λtξ)dt

2
dx

 .
Отсюда, применяя формулу интегрирования по частям к интегралам по x и
учитывая условие a1(−1) = b1(0) = 0, находим

l1 =
1

2π

1∫
−1

(
1− ξ2

)−1/2
dξ×

×


1∫
0

γ ′
1 (x)


 1∫
x

ν1 (t) cos (λtξ)dt

2

+

 1∫
x

ν1 sin (λtξ)dt

2
dx

−

1∫
0

β ′
1(x) (x)

 x∫
0

ν1 (t) cos (λtξ)dt

2

+

 x∫
0

ν1 (t) sin (λtξ)dt

2dx
 ,

откуда, в силу условия (15) при j = 1 следует неравенство l1 ⩾ 0.
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Пользуясь равенством (20) и условиями (15) при j = 2 аналогично доказывается
неравенство l2 ⩾ 0.

В силу l1 ⩾ 0 из (25) следует, что τ ′1(x) ≡ 0, т.е. τ1(x) = const. Так как τ1(x) ∈
C [0, 1] и τ1(0) = 0, то τ1(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

Если учесть равенство τ1 (x) ≡ 0, x ∈ [0, 1] и неравенство l2 ⩾ 0, то из (23)
следует, что u (x, 1) ≡ 0 и ux (x, y) = 0, т.е. u (x, 1) = 0 и u (x, y) = ϕ (y) , где ϕ (y) –
произвольная дифференцируемая функция. Из последних двух равенств следует,
что u (x, y) ≡ 0 в G0.

Отсюда, можно заключить, что задача Γ̃ (следовательно и задача Γ) не может
иметь более одного решения.

Теперь переходим к доказательству существования решения задачи Γ̃ . С этой
целью, переходя к пределу при y→ 0, из уравнения (22) получим равенство (24).
Если временно считать функцию ν1 (x) известной, то решение уравнения (24),
удовлетворяющее условиям (21), определяется формулой [27]

τ1 (x) = f (x) +

1∫
0

K (x, t)ν1 (t)dt, (31)

где

K(x, t) =

{
−sh [λ1(1− t)] sh (λ1x) [λ1shλ1]

−1 при 0 ≤ x ≤ t;

−sh (λ1t) sh [λ1(1− x)] [λ1shλ1]
−1 при t ≤ x ≤ 1,

)

f (x) = xτ1 (1) + (1− x) τ1 (0) − λ
2

1∫
0

K (x, t) [tτ1 (1) + (1− t) τ1 (0)]dt.

Исключая из (19) и (27) функцию τ1 (x) , относительно ν1 (x) получим
интегральное уравнение вида

1∫
0

K (x, t)ν1 (t)dt− β1 (x)

x∫
0

ν1 (t) J0 [λ (x− t)]dt−

−γ1 (x)

1∫
x

ν1 (t) J0 [λ (t− x)]dt = f1 (x), 0 < x < 1,

где f1 (x) = 2 [d0 (x)/α1 (x)] − f (x) − β1 (x) τ1 (0) J0 (λx) − γ1 (x) τ1 (1) J0 [λ (1− x)] .
Дифференцируя это равенство по x и учитывая γ1 (x) − β1 (x) ̸= 0, x ∈ [0, 1],

получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода, эквивалентное задаче
Γ̃ :

ν1 (x) +

1∫
0

K1 (x, t)ν1 (t)dt = f2 (x) , 0 < x < 1, (32)

где f2 (x) = f ′1 (x) [γ1 (x) − β1 (x)]
−1
,

K1 (x, t) =


[γ1 (x) − β1 (x)]

−1 ∂

∂x
{K (x, t) − β1 (x) J0 [λ (x− t)]} , x ⩾ t,

[γ1 (x) − β1 (x)]
−1 ∂

∂x
{K (x, t) − γ1 (x) J0 [λ (t− x)]} , x ⩽ t.
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Нетрудно убедиться, что f2(x) ∈ C1[0, 1], функции K1(x, t), K1x(x, t) непрерывны
при x ̸= t, а при x = t имеют скачок первого рода.

В силу единственности решения задачи Γ̃ и эквивалентности её к уравнению
(28), однородное интегральное уравнение

ν1(x) +

1∫
0

K1(x, t)ν1(t)dt = 0, 0 < x < 1,

имеет только тривиальное решение. Тогда, согласно альтернативе Фредгольма [28]
решение неоднородного интегрального уравнения (28) существует и единственно.

Подставляя найденную из (28) функцию ν1 (x) в (19), однозначно находим
функцию τ1 (x) , причем она принадлежит классу C2[0, 1].

Этим задача Γ̃ эквивалентно сведена к задаче, об определении решения
уравнения (22), удовлетворяющее условиям (10), (20) и u (x, 0) = τ1 (x) , 0 ⩽ x ⩽ 1.

При решение этой задачи воспользуемся формулой решения первой краевой
задачи для уравнения (22) в области G0 [27]:

u (x, y) =

1∫
0

e−λ
2yτ1 (ξ)G1 (x, y; ξ, 0)dξ+

y∫
0

eλ
2(η−y)τ2 (η)G1ξ (x, y; 0, η)dy−

−

y∫
0

eλ
2(η−y)φ (η)G1ξ (x, y; 1, η)dy, (x, y) ∈ G0, (33)

где
Gj (x, y; ξ, η) = [4π (y− η)]−1/2×

×
+∞∑
n=−∞

{
exp

[
−
(x− ξ− 2n)2

φ(y− η)

]
+ (−1)j exp

[
−
(x+ ξ− 2n)2

φ(y− η)

]}
, j = 1, 2.

Считая x ̸= 0, равенство (29) дифференцируем по x. Затем, переходя к пределу
при x→ 0, имеем

ν2(y) = f3(y) −

y∫
0

[
τ2(η)e

λ2η
] ′

e−λ
2y
{
[π(y− η)]−1/2+K0(y, η)

}
dy, 0 < y < 1, (34)

где

f3 (y) = e
−λ2y


1∫
0

τ ′1(ξ)G2(0, t; ξ, 0)dξ+

y∫
0

[
φ(η)e−λ

2η
] ′
G2ξ(0, t; 1, η)dη

 ,

K0 (y, η) =
2√

π (y− η)

+∞∑
n=1

exp

(
n2

η− y

)
.
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Теперь в равенстве (20) переобозначим x на η и полученное равенство умножим
на α−1

2 (η) eλ
2η. Затем, дифференцируя полученное равенство по η, имеем

[
τ2 (η) e

λ2η
] ′

= f4 (η) + e
λ2η [β2 (η) − γ2 (η)]ν2 (η)+

+

η∫
0

ν2 (t)
∂

∂η

{
eλ

2ηβ2 (η) J0 [λ (η− t)]
}
dt+

1∫
η

ν2 (t)
∂

∂η

{
eλ

2ηγ2 (η) J0 [λ (y− t)]
}
dt,

(35)

где f4(η) = (∂/∂η)
{
eλ

2ηα−1
2 (η) [2d2(η) − a2(η)τ2(0)J0(λη) − b2(η)τ2(1)J0[λ(1− η)]]

}
.

Подставляя (30) в (31), после некоторых преобразований получим интегральное
уравнение Фредгольма второго рода, эквивалентное задаче Γ̃ :

ν2 (y) +

1∫
0

ν2 (t)K2 (y, t)dt = f5 (y) , 0 < y < 1, (36)

где

f5 (y) = f3 (y) − e
−λ2y

y∫
0

f4 (η)
{
[π (y− η)]−1/2 + K0 (y, η)

}
dy,

K2(y, t) = e
λ2(t−y) [β2(t) − γ2(t)]

{
[π (y− t)]−1/2 + K0 (y, t)

}
+

+

y∫
t

{
[π(y− η)]−1/2 + K0(y, η)

}
· ∂
∂η

{
eλ

2(η−y)β2 (η) J0 [λ (η− t)]
}
dη+

+

t∫
0

{
[π (y− η)]−1/2 + K0 (y, η)

} ∂
∂η

{
eλ

2(η−y)γ2 (η) J0 [λ (t− η)]
}
dη , y ⩾ t,

K2 (y, t) =

y∫
0

{
[π (y− η)]−1/2 + K0 (y, η)

} ∂

∂η

{
eλ

2(η−y)γ2 (η) J0 [λ (t− η)]
}
dη, y ⩽ t.

Однозначная и безусловная разрешимость неоднородного интегрального
уравнения (32) (в силу эквивалентности её к задаче Γ̃) следует из единственности
решения задачи Γ̃ .

После того, как найдена функция ν2 (y) из уравнения (32), подставляя её в
равенство (20), находим функцию τ2 (y) . Следовательно, функции τj (y) и νj (y) ,
j = 1, 2, однозначно находятся через данные задачи Γ. С помощью найденных
τj (y) и νj (y) , j = 1, 2 решение задачи Γ в областях G0, G1 и G2 определяется
соответственно формулами (29), (17) и (18). Этим завершается исследование задачи
Γ.
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Исследование задачи H.

Пусть u(x, y) – решение задачи H. Введем обозначения:

lim
x→−y−0

u(x, y) = 0, 0 ⩽ y ⩽ (1/2), (37)

a1 (−x)A
0,λ
0x {u [θ0 (x)]}+ b1 (−x)A

0,λ
1x {u [θ1 (x)]}+

+ c1 (−x)u (x, 0) = Y (x) , (x, 0) ∈ OA. (38)

Будем считать, что Y (x) – дважды непрерывно дифференцируемая функция
(ниже докажем, что она действительно обладает этим свойством).

Из краевых условий и введенных обозначений видно, что если Y (x) – известная
функция, то решение задачи H в области D определяется как решение краевой
задачи {(9), (10), (13), ()} формулами (29), (17), (18), а в области D∗ – краевой
задачи {(9), (11), (12), (33)} формулами

u(x, y) =

1∫
0

e−λ
2yτ1 (ξ)G1 (x, y; ξ, 0)dξ+

y∫
0

eλ
2(η−y)τ2 (η)G1ξ (x, y; 0, η)dy−

−

y∫
0

eλ
2(η−y)φ (η)G1ξ (x, y; 1, η)dy, (x, y) ∈ G∗

0,

u(x, y) =
1

2
[τ∗2(y+ x) + τ∗2(y− x)] +

1

2

y+x∫
y−x

ν∗2(t)J0

[
λ2

√
(y− t)2 − x2

]
dt+

+
1

4
λ22x

y+x∫
y−x

τ∗2(t) �J1

[
λ2

√
(y− t)2 − x2

]
dt, (x, y) ∈ G∗

2,

u(x, y) =
1

2
[τ∗1(x+ y) + τ

∗
1(x− y)] +

1

2

x+y∫
x−y

ν∗1(t)J0

[
λ

√
(x− t)2 − y2

]
dt+

+
1

4
λ2y

x+y∫
x−y

τ∗1(t) �J1

[
λ

√
(x− t)2 − y2

]
dt, (x, y) ∈ G∗

1. (39)

Поэтому займёмся нахождением неизвестной функции Y (x).
Пользуясь формулами (17) и () и методикой, примененной при получении

равенства (19), из соотношений (12) и () получим

α1 (x) τ1 (x) = 2Y (x) − τ1 (0)a1 (−x) J0 (λx)−

τ1 (1)b1 (−x) J0 [λ (1− x)] + a1 (x)

x∫
0

ν1 (x) J0 [λ (x− t)]dt+

+ b1 (x)

1∫
x

ν1 (t) J0 [λ (x− t)]dt, (40)
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α1 (x) τ
∗
2 (−x) = 2d1 (−x) − τ

∗
2 (0)a1 (−x) J0 (λx)−

− τ∗1 (−1)b1 (−x) J0 [λ (1− x)] − a1 (−x)

x∫
0

ν∗1 (−t) J0 [λ (x− t)]dt−

− b1 (−x)

1∫
x

ν∗2 (−t) J0 [λ (x− t)]dt. (41)

Вычитая () из (4), имеем

2Y(x) = 2d1(−x) + α1(x)[τ1(x) − τ1
∗(−x)]+

+ a1(−x)J0(λx)[τ1(0) − τ2
∗(0)] + b1(−x)J0[λ(1− x)][τ1(1) − τ2

∗(−1)]−

− a1(−x)

x∫
0

[ν(t) + ν2
∗(−t)]J0[λ(x− t)]dt−

− b1(−x)

1∫
x

[ν(t) + ν2
∗(−t)]J0[λ(x− t)]dt. (42)

Следовательно, функция Y (x) однозначно выражается через неизвестную
функцию δ (x) = τ1 (x) − τ2 ∗ (−x). Определим функцию δ (x).

Уравнение (9) в областях G0 и G∗
0 имеет вид (22) и

uyy + ux + λ
2u = 0, (x, y) ∈ G∗

0. (43)

Переходя к переделу при y → +0 и x → −0 в (22) и (43) соответственно и
учитывая введенные обозначения, получаем (24) и

τ2
∗′′(−x) − λ2τ∗2 (−x) + ν2

∗(−x) = 0, 0 < x < 1. (44)

Вычитая (44) из (24), находим

δ ′′(x) − λ2δ (x) − [ν1 (x) + ν2
∗ (−x)] = 0, 0 < x < 1. (45)

Как указано выше, что решение задачи H в областях G1 и G∗
1 соответственно

определяется формулой (17) и (). Подставляя (17) и () в условие lim
y→−x−0

u(x, y) =

lim
y→−x+0

u(x, y), 0 ⩽ x ⩽ (1/2) и учитывая первое из условий согласования (14), после

некоторых преобразований, получим

B0,λ0x [τ1 (x) − τ
∗
2 (−x)] −

x∫
0

[ν1 (t) + ν
∗
2 (−t)] J0

[
λ
√
t (t− x)

]
dt = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

где B0,λ0x – оператор, определенный формулой (2).
В силу равенства (8) и обозначения δ (x) = τ1 (x)−qτ∗2 (−x) последнее равенство

переписывается в виде

B0,λ0x δ (x) −

x∫
0

B1,λ0t [ν1 (t) + ν
∗
2 (−t)]dt = 0, 0 ≤ x ≤ 1.
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Дифференцируя это равенство по x, а затем применяя оператор A1,λ0x ,
определяемый формулой (1), с учетом равенств (5) и (7), получим

ν1 (z) + ν
∗
2 (−z) = C

0,λ
0z [δ (z)], 0 < z < 1, (46)

где C0,λ0x – оператор определенный формулой (3).
Подставляя (46) в (45), получаем интегро-дифференциальное уравнения

относительно δ (x):

δ ′′ (x) − λ2δ (x) − C1,λ0x [δ (x)] = 0, 0 < x < 1. (47)

Из (10), (11), в силу условий согласования (14), следует,что

δ (0) = 0, δ (1) = φ (0) −φ∗ (0) . (48)

Докажем, что решение уравнения (47), удовлетворяющее условию (48)
существует и единственно.

Сначала докажем единственность решения. Для этого достаточно доказать, что
однородная задача

δ ′′ (x) − λ2δ (x) − C0,λ0x δ (x) = 0, x ∈ (0, 1); δ(0) = δ (1) = 0 (49)

имеет только тривиальное решение. С этой целью, учитывая вид операторы C0,λ0x ,

перепишем уравнение в (49) в виде

δ ′′ (x) − δ ′ (x) − λ2δ (x) −
1

2
λ2

x∫
0

δ (t)J1[λ (x− t)]dt = 0, x ∈ (0, 1).

Умножим это равенство на δ (x) и интегрируем по x на отрезке [0, 1]. Затем,
интегрируя по частям первые два интеграла и учитывая условия δ(0) = δ(1) = 0,

получим

1∫
0

[δ ′ (x)]
2
dx+ λ2

1∫
0

δ2 (x)dx+
1

2
λ2

1∫
0

δ (x)dx

x∫
0

δ (t) J1[λ (x− t)dt = 0. (50)

Последний интеграл в (50) обозначим через l и функцию J1(z) заменяем по
формуле (26) при w = 1:

l =
2

π

1∫
−1

(
1− ξ2

)1/2 
1∫
0

δ (x)dx

x∫
0

δ (t) cos [λ (x− t)]dt

dξ.
Отсюда, применяя формулу для косинуса разности и учитывая равенство

f (x)

x∫
0

f (t)dt =
1

2

d

dx

 x∫
0

f (t)dt

2,
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вычисляем интеграл по x. В результате получим

l =
1

π

1∫
−1

(
1− ξ2

)1/2 
 1∫
0

δ (t) cos(λξt)dt

2 +
 1∫
0

δ (t) sin(λξt)dt


dξ.

Следовательно, l ≥ 0.
Если учесть это, то из (50) следует, что δ ′ (x) ≡ 0, т.е. δ (x) = const, x ∈ (0, 1).

Так как δ (x) ∈ C [0, 1] и δ (0) = δ (1) = 0, то δ (x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].
Теперь, переходим к доказательству существования решения задачи {(47),

(48)}. С этой целью перепишем уравнение (46) в виде

δ ′′ (x) − λ2δ (x) = f (x) , 0 < x < 1,

где

f (x) = δ ′ (x) + (1/2)λ2
x∫
0

δ (t)�J1 [λ (x− t)]dt. (51)

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям (48) имеет вид

δ(x) = f1(x) +

1∫
0

K(x, t)f(t)dt, (52)

где f1(x) = xδ(1) + (1 − x)δ(0) + λ2
1∫
0

K[x, t][tδ(1) + (1− t)δ(0)]dt, а K(x, t)−функция

Грина (см.формулу (27)).
Подставляя в (52) функцию f(x) из (51) и применяя формулу интегрирования

по частям, после некоторых преобразований, получим интегральное уравнение
Фредгольма второго рода относительно δ (x), эквивалентное задаче {(47), (48)}:

δ (x) −

1∫
0

K1 (x, t) δ (t)dt = f2 (x), 0 < x < 1, (53)

где f2 (x) = xδ (1) + (1− x) δ (0) , K1 (x, t) =
∂

∂t
K (x, t) −

1

2
λ2

1∫
t

K (x, z) J1[λ (z− t)]dz,

причем f2(x) ∈ C1[0, 1]∩C2(0, 1), а K1(x, t) и её производные непрерывны при t ̸= x
и имеют скачок первого рода при t = x.

Тогда, согласно альтернативе Фредгольма [28], решение интегрального
уравнения (53) существует и единственно, причем, в силу свойства f2(x) и K1(x, t),
его решение принадлежит классу C1[0, 1] ∩ C2(0, 1).

Следовательно, функция δ (x) = τ1 (x) − τ∗
2
(−x) однозначно находится через

данные задачи H и принадлежит классу C [0, 1] ∩ C2 (0, 1).
Если учесть это и равенства (46), (), то можно заключить, что неизвестная

функция Y (x) однозначно определяется через данные задачи H, причем она
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принадлежит классу Y (x) ∈ C [0, 1] ∩ C2 (0, 1) и Y (x) ≡ 0 при φ (y) ≡ φ∗ (x) ≡
d1 (x) ≡ 0.

Этим исследование задачи H завершается.

Заключение

В настоящей работе доказана теорема существования и единственности решения
краевой задачи со смещением для параболо-гиперболического уравнения с
двумя взаимно перпендикулярными линиями изменения типа и спектральным
параметром. Предложенный метод основан на приведении задачи к системе
интегральных уравнений Фредгольма второго рода и использовании специальных
интегральных операторов с ядрами, выраженными через функции Бесселя.
Результаты исследования имеют важное значение для теории краевых задач для
уравнений смешанного типа и могут быть использованы при математическом
моделировании процессов в неоднородных средах, таких как физика плазмы,
диффузия в сложных геометриях, в биофизике, а также в задачах прогноза в
метеорологии и гидродинамике.

Следует отметить что, краевые задачи для смешанных эллиптико-
гиперболических уравнений в области типа G и D поставлены и исследованы в
работах [29–33].
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