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Об одной краевой задаче с граничными условиями третьего
рода для уравнения смешанного типа третьего порядка с
эллиптико-гиперболическим оператором в главной части
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Аннотация. В этой статье предлагается метод решения задачи с граничным условием третьего рода для
уравнения третьего порядка эллиптико-гиперболического типа с суперпозицией операторов первого и
второго порядка в прямоугольной области. Показано, что корректность постановки задачи существенным
образом зависит от отношения сторон прямоугольника из гиперболической части смешанной области.
Приведен пример, в котором поставленная задача с однородными условиями имеет нетривиальное
решение. Построено решение задачи в виде суммы ряда по собственным функциям соответствующей
одномерной спектральной задачи. Установлен критерий единственности решения. При обосновании
равномерной сходимости ряда возникает проблема малых знаменателей. В связи, с чем установлены
оценки малых знаменателей об отдаленности от нуля с соответствующей асимптотикой. Эти оценки
позволили доказать сходимость ряда в классе регулярных решений данного уравнения. Доказаны оценки
об устойчивости решения от заданных граничных функций.

Ключевые слова: уравнение третьего порядка, условия второго рода, спектральный метод, малые
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On a Boundary Value Problem with Third Kind Boundary
Conditions for a Third-Order Mixed-Type Equation with an

Elliptic-Hyperbolic Principal operator
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Abstract. In this paper, a method for solving a problem with a boundary condition of the third kind for a
third-order equation of elliptic-hyperbolic type with a superposition of first- and second-order operators in a
rectangular domain is proposed. It is shown that the correctness of the problem statement depends significantly
on the ratio of the sides of the rectangle from the hyperbolic part of the mixed domain. An example is given
in which the problem with homogeneous conditions has a nontrivial solution. A solution to the problem is
constructed as a sum of a series in eigenfunctions of the corresponding one-dimensional spectral problem. A
criterion for the uniqueness of the solution is established. When substantiating the uniform convergence of the
series, the problem of small denominators arises. In this connection, estimates of small denominators on the
distance from zero with the corresponding asymptotics are established. These estimates made it possible to
prove the convergence of the series in the class of regular solutions of this equation. Estimates of the stability of
the solution from the given boundary functions are proved.
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Введение

Корректные краевые задачи для уравнений эллиптико-гиперболического и
параболо-гиперболического типов третьего порядка, впервые изучены в работах
A. B. Бицадзе и М. С.Салахитдинова [1], М.С.Салахитдинова [2], Т. Д. Джураева
[3], Т. Д. Джураева, А. Сопуева и М. Мамажонова [4], в которых смешанная
область состоит из характеристических треугольников и прямоугольника (или
полуокружности).

В этих работах решение найдено в классе функций, представляемых в виде

u(x, y) = υ(x, y) +ω(x)

или
u(x, y) = υ(x, y) +ω(y),

где υ(x, y) — произвольное регулярное решение уравнения второго порядка
Lυ = 0,ω(x), ω(y) — произвольные функции из класса C [0, 1] ∩ C2 (0, 1).
Такое представление имеет важное место для уравнений, составляемых из
произведения перестановочных дифференциальных операторов. Однако для
уравнения смешанного типа с обобщенным оператором, содержащим младшие
члены, этот метод не всегда может быть верным [5].

В настоящее время теория краевых задач для уравнений смешанного
типа третьего порядка является одним из развивающихся разделов теории
уравнений в частных производных. Опубликованы многочисленные теоретические
исследования [6–10]. В этих работах изучен ряд корректных локальных и
нелокальных краевых задач нового типа.

Много уравнений третьего порядка возникает в теории упругости материалов
с памятью, в нелинейно-вязкоупругих средах, при моделировании процессов
влагопереноса, при изучении гидродинамики "неньютоновских"жидкостей [11].
Такие уравнения можно найти в линейных задачах стационарных движений
идеального газа [12].

Отметим также работы [13–16], в которых исследуются краевые задачи
для нагруженного параболо-гиперболического дифференциального уравнения
третьего порядка в различных областях.

В последние годы, используя методы спектрального анализа [17], [18], изучены
прямые и обратные задачи [19–22] для модельного уравнения смешанного
параболо-гиперболического и эллиптико-гиперболического типов второго порядка
в прямоугольной области, а в работах [23], [24] такие задачи исследуются для
уравнения смешанного типа третьего порядка.

Прямые краевые задачи для смешанных уравнений второго порядка с
оператором дробного дифференцирования в смысле Капуто исследованы в работах
[25–27].

В настоящей работе, следуя работам [18], [19], изучается краевая задача с
граничным условием третьего рода для уравнения эллиптико-гиперболического
типа с суперпозицией операторов первого и второго порядка в прямоугольной
области.
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Постановка задачи

В прямоугольной области D = {(x, y) : 0 < x < 1, −p < y < q }, рассмотрим
уравнение смешанного типа

0 =

(
a
∂

∂x
+ c

) {
uxx + uyy − λ

2u, y > 0,

uxx − uyy − λ
2u, y < 0,

(1)

где λ, p > 0,q > 0 — действительные числа,a ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞), c ∈ (−∞,+∞).

Введем обозначения:

AB ≡ J = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0} , AD : x = 0, 0 < y < q,

BC : x = 1, 0 < y < q, AD0 : x = 0, −p < y < 0, BC0 : x = 1, −p < y < 0,

D0D : x = 0, −p < y < q, C0C : x = 1, −p < y < q,

D 1 = D ∩ {(x, y) : x > 0, y > 0} ,

D 2 = D ∩ {(x, y) : x > 0, y < 0} , D = D1 ∪D2 ∪ J.

Через Ck,mξ, η (M) обозначим класс функций, непрерывных вместе со своими
частными производными по ξ и η до k и m порядка включительно в области M.

В области D для уравнения (1) исследуем следующую задачу.
Задача C. Найти в области D функцию u(x, y), удовлетворяющую

следующим условиям:

u(x, y) ∈ C1(D) ∩ C3,2x,y(D1 ∪D2) ∩ C2x(DD0 ∪ CC0), uxyy ∈ C(D1 ∪D2) (2)

0 =

(
a
∂

∂x
+ c

) {
uxx + uyy − λ

2u, (x, y) ∈ D1,

uxx − uyy − λ
2u, (x, y) ∈ D2,

(3)

(auxx(x, y) + cux(x, y))|x=0 = 0, (auxx(x, y) + cux(x, y))|x=1 = 0, −p ≤ y ≤ q, (4)

u(0, y) = φ(y), −p ≤ y ≤ q, (5)

u(x, q) = g(x), u(x,−p) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1 , (6)

где φ(y), ψ(x), g(x) — заданные достаточно гладкие функции.

Построение решения задачи

Поскольку
(
a ∂
∂x

+ c
)
Lu = L

(
a∂u
∂x

+ cu
)
= 0, (x, y) ∈ D1 ∪D2, тогда мы можем

ввести новую функцию υ(x, y) = a∂u
∂x

+ cu, для которой получаем уравнение

0 = Lυ ≡

{
L1υ ≡ υxx + υyy − λ2υ, (x, y) ∈ D1,

L2υ ≡ υxx − υyy − λ2υ, (x, y) ∈ D2.
(7)

Из граничных условий (4) следует, что

υx(0, y) = auxx(0, y) + cux(0, y) = 0, υx(1, y) = auxx(1, y) + cux(1, y) = 0. (8)
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Из условий (6) найдем

υ(x, q) = aux(x, q) + cu(x, q) = ag
′(x) + cg(x) = g1(x), 0 ≤ x ≤ 1, (9)

υ(x,−p) = aux(x,−p) + cu(x,−p) = aψ
′(x) + cψ(x) = ψ1(x), 0 ≤ x ≤ 1. (10)

В силу (2) с учетом υ(x, y) = aux(x, y)+cu(x, y) заключаем, что решение задачи
(8), (9) и (10) для уравнения (7) ищем в классе

v(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪DD0 ∪ CC0) ∩ C2,2x,y(D1 ∪D2).

Частные решения уравнения (7), не равные нулю в области D и
удовлетворяющие нулевым граничным условиям (8), будем искать в виде

υ(x, y) = X(x)Y(y). (11)

Подставляя (11) в (7) и (8) получаем

Y ′′(y) − (λ2 + µ2)Y(y) = 0, 0 < y < q, (12)

Y ′′(y) + (λ2 + µ2)Y(y) = 0, − p < y < 0, (13)

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, 0 < x < 1, (14)

X ′(0) = 0, X ′(1) = 0. (15)

Как нам известно, что спектральная задача (14) и (15) имеет решение

X0(x) = 1 , Xn(x) =
√
2cos µn x, µn = πn, n ∈ N. (16)

Тогда дифференциальные уравнения (12) и (13) имеют решения

Yn(y) =

{
αne

−ρny + βne
ρny, 0 < y < q,

γncosρny+ θnsinρny, −p < y < 0,
при n ∈ N, (17)

Y0(y) =

{
α0e

−λy + β0e
λy, 0 < y < q,

γ0cosλy+ θ0sinλy, −p < y < 0,
при n = 0, (18)

где ρn =
√
µ2n + λ

2, αn, βn, γn и θn (n ∈ N0) — произвольные постоянные,
N0 = N ∪ {0}.

Далее подставляя (16), (17) и (18) в (11) получим

υn(y) =

{
αne

−ρny + βne
ρny, 0 < y < q,

γncosρny+ θnsinρny, −p < y < 0,
при n ∈ N, (19)

υ0(y) =

{
α0e

−λy + β0e
λy, 0 < y < q,

γ0cosλy+ θ0sinλy, −p < y < 0.
при n = 0. (20)

Тогда функции (19) и (20), по построению, удовлетворяют в областях
Dj(j = 1, 2) уравнению (7) и нулевым граничным условиям (8) при любых

26



Об одной краевой задаче. . . ISSN 2079-6641

αn, βn, γn и θn (n ∈ N0). Следовательно, в силу линейности и однородности
уравнения (7) сумма частных решений

υ(x, y) =

{
α0e

−λy + β0e
λy +

∑+∞
n=1 (αne

−ρny + βne
ρny) Xn(x), 0 < y < q,

γ0cosλy+ θ0sinλy+
∑+∞
n=1 (γncosρny+ θnsinρny)Xn(x), − p < y < 0,

(21)

также удовлетворяет уравнению (7) и граничным условиям (8).
Решая уравнения a∂u

∂x
+ cu = υ(x, y) с учетом условия (5), найдем искомую

функцию

u(x, y) = e−
c
a
x

[
φ(y) +

1

a

∫ x
0

υ(t, y)e
c
a
tdt

]
, (22)

где υ(x, y) определяется из (21).
Теперь находим коэффициенты α0, β0, γ0, θ0 ,αn, βn , γn и θn. В силу (2) с

учетом

u(x,+0) = u(x,−0), (x, 0) ∈ �J, lim
y→+0

uy(x, y) = lim
y→−0

uy(x, y), (x, 0) ∈ J

из (22) получим

αn =
γn − θn
2

, βn =
γn + θn
2

, n ∈ N0. (23)

В силу условия (9) и (10) из (22) с учетом (21) и (23) находим

u(x, y)|y=q = (aux(x, y) + cu(x, y))|y=q =

= γ0chλq+ θ0shλq+
√
2

∞∑
n=1

(γnchρnq+ θnshρnq) cosµnx

= g0 + g1(x) = g10 +
√
2

∞∑
n=1

g1ncosµnx, (24)

u(x, y)|y=−p = (aux(x, y) + cu(x, y))|y=−p =

= γ0 cos λp− θ0 sin λp+
√
2

∞∑
n=1

[γn cos ρnp− θn sin ρnp] cosµnx =

= ψ0 +ψ1(x) = ψ10 +
√
2

∞∑
n=1

ψ1ncosµnx, (25)

где

g10 =

∫ 1
0

g1(x)dx, g1n =
√
2

∫ l
0

g1(x) cos µn xdx . (26)

ψ10 =

∫ 1
0

ψ1(x)dx, ψ1n =
√
2

∫ l
0

ψ1(x) cos µn xdx . (27)

Удовлетворив функции (22) граничным условиям (9) и (10) с учетом (21),
получим систему относительно неизвестных γn , θn и γ0 , θ0:{

γnch ρnq+ θnsh ρnq = g1n ,

γncos ρnp− θnsin ρnp = ψ1n ,
(28)
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Если определитель системы (28)

∆n (p, q) = ch ρnq sin ρnp+ sh ρnq cos ρnp ̸= 0 при всех n ∈ N0, (29)

то она имеет единственное решение

γn =
1

∆n (p, q)
[g1nsin ρnp+ψ1nsh ρnq] , θn =

1

∆n (p, q)
[g1ncos ρnp−ψ1nch ρnq] . (30)

Подставляя (30) в (23) получим

u(x, y) = φ(y)e−
c
a
x +

(
1− e−

c
a
x
) [g10∆0 (p, y) +ψ10shλ (q− y)]

c∆0 (p, q)
+

+

√
2

a

∞∑
n=1

1

∆n (p, q)
[g1n∆n (p, y) +ψ1nshρn (q− y)]

∫ x
0

e
c
a
tcos ρn t dt y > 0, (31)

u(x, y) = φ(y)e−
c
a
x +

(
1− e−

c
a
x
) [g10sinλ (p+ y) +ψ10∆0 (−y, q)]

c∆0 (p, q)
+

+

√
2

a

∞∑
n=1

1

∆n (p, q)
[g1nsinρn (p+ y) +ψ1n∆n (−y, q)]

∫ x
0

e
c
a
tcos ρn t dt y < 0, (32)

где

∆n (p, y) = chρny sinρnp+ shρnycos ρnp , 0 < y < q ,

∆n (−y, q) = shρnq cos ρny− chρnq sin ρny , −p < y < 0 , n ∈ N0.

(33)

Критерий единственности решения задачи C

Теорема 1. Если существует решение задачи C, то оно единственно
тогда и только тогда, когда при всех n ∈ N0 выполнены условия (29).

Доказательство. Пусть υ(x, y) — решение однородной задачи (8)-(10) для
уравнения (7) и v(x, y) ∈ C(D) ∩ C1(D ∪ DD0 ∪ CC0) ∩ C2,2x,y(D1 ∪ D2). Следуя
работам [17], [18] введем функции

υn(y) =

∫ 1
0

υ(x, y)Xn(x)dx =
√
2

∫ 1
0

υ(x, y)cos ρnxdx. (34)

где
{
1 ,

√
2cosρnx

}∞
n=1

образует полный ортонормированный базис в L2 [0, 1] .
На основании (34) введем функции

υn(y) =
√
2

∫ 1−ε
ε

υ(x, y)cos ρnxdx, (35)

где ε — достаточно малое число.
Дифференцируя равенство (35) дважды по y при y > 0 и y < 0 с учетом

уравнения (7), а затем, интегрируя по частям дважды в интегралах, содержащих
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производную υxx и переходя к пределу при ε > 0 с учетом граничных условий (8),
получим {

υ ′′
n(y) − ρ

2
nυn(y) = 0 , 0 < y < q,

υ ′′
n(y) + ρ

2
nυn(y) = 0 , − p < y < 0,

(36)

где ρ2n = λ2 + µ2n, µn = πn, n ∈ N0 .

Общее решения дифференциального уравнения (36) определяется по формуле
(19) и (20).

Пусть теперь g(x) = ψ(x) ≡ 0, ∀x ∈ [0, 1] и выполнены условия (29) при всех
n ∈ N0. Тогда в силу (9), (10) при g1(x) ≡ 0 и ψ1(x) ≡ 0 из (26), (27) имеем
g1n ≡ 0, ψ1n ≡ 0, при всех n ∈ N0. Отсюда следует, что υn(y) = 0 на [-p,q] при
всех n ∈ N0. Следовательно, в силу (34) имеем

√
2

∫ 1
0

υ (x, y) cos ρnxdx = 0, n ∈ N0.

Отсюда, в силу полноты функции
{
1 ,

√
2cosρnx

}∞
n=1

в пространстве L2 (0, 1)
заключаем, что υ(x, y) = 0 почти всюду на [0, 1] при любом y ∈ [−p, q]. Поскольку
функция υ(x, y) непрерывна на �D, то υ(x, y) ≡ 0 в �D. Отсюда, в силу φ(y) ≡ 0

из (22) следует, что u(x, y) ≡ 0 в �D. Следовательно, задача C единственна при
выполнении условия (29) при всех n ∈ N0.

Естественно возникает вопрос о существовании нулей выражения ∆m(p, q) = 0.
С этой целю, перепишем (29) в следующем виде:

1) при m = 0

∆0(p, q) =
√
ch2λq+ sh2λq sin(πmpθ0 + ν0), (37)

2) при m ∈ N

∆m(p, q) =
√
ch2ρmq+ sh2ρmq sin(πmpθm + νm), (38)

где θm =

√
1+

(
λ
πm

)2
, νm = arcsin shρmq√

ch2ρmq+sh2ρmq
, ρ2m = λ2 + µ2m .

Следствие 1. ∆m(p, q) = 0 тогда и только тогда, когда

p =
n

λ
−
ν0

λ
m = 0, n ∈ N ; (39)

p =
n

mθm
−

νm

mπθm
, m , n ∈ N. (40)

Если при некоторых p, q и n = m ∈ N0 нарушено условие (29), т.е.∆m(p, q) = 0, то
однородная задача (2) – (6) (где g(x) = ψ(x) ≡ 0, φ(y) ≡ 0) имеет нетривиальные
решения

um(x, y) =

{ √
2Cmsh ρm (q− y) cos µm x , 0 < y < q,√
2Cm∆m (−y, q) cos µm x , −p < y < 0.

(41)

Cm ̸= 0 — произвольная постоянная.
Легко установить, что построенная функция (45) удовлетворяет (2), (3) и

однородными условиями (4)-(6). □
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Существование решения задачи

Решение задачи C при условии (29) получено формально в виде сумм
ортогональных рядов (31) и (32). Поскольку ∆n(p, q) входит в знаменатель
коэффициентов этих рядов, то для обоснования существования решения задачи
C необходимо показать существование чисел p и q таких, что при больших n

выражение ∆n(p, q) отделено от нуля. В противном случае может возникнуть
проблема малых знаменателей [20], [21].

Лемма 1. Если λ = 0, p ∈ N, то при любом q > 0 существуют постоянные
C1 = C1(q) > 0 , такая, что при всех n0 ∈ N, справедлива оценка

|∆0(p, q)| ≥ C1 > 0 , n = 0,

|∆n(p, q)| ≥ C1eπnq > 0 , C1 = const > 0, n ∈ N.
(42)

Лемма 2. Пусть λ > 0 и p — любое рациональное число, т.е. p = σ
ω
,

(σ,ω) = 1, σ
ω

/∈ N0, (ω, 4) = 1. Тогда существуют положительные
постоянные q0 = q0 (p) , C2 = C2 (q) > 0, такие что при всех q > q0 и
n ∈ N0, справедлива оценка

|∆n(p, q)| ≥ C2eπnq > 0 . (43)

Лемма 3. Если p > 0 является любым иррациональным алгебраическим
числом степени m ≥ 2, то существует положительные постоянные q1 и
C3, такие, что при всех q > q1 и n ∈ N0, справедливы оценки{

|∆n(p, q)| ≥ C3eπnq
/
nδ+1 m > 2,

|∆n(p, q)| ≥ C3eπnq/n m = 2,
(44)

где δ > 0 — достаточно малое число.
Лемма 1- 3 доказываются точно также как в работах [22], [26]. Если выполнены

условия (29), (46)-(48), то на основании частных решений (16), (19), (20), (21) с
учетом (30) решение задачи C можно представить в виде

u (x, y) = φ (y) e−
c
a
x +

1

c
υ0 (y)

(
1− e−

c
a
x
)
+

√
2

a

∞∑
n=1

υn (y) ·
∫ x
0

e
c
a
(t−x)cosµnt dt =

= φ (y) e−
c
a
x +

1

c
υ0 (y)

(
1− e−

c
a
x
)
+ υ (x, y) , (45)

где

υ (x, y) =

√
2

a

∞∑
n=1

υn (y) ·
∫ x
0

e
c
a
(t−x)cosµnt dt , (46)

υn(y) =

{
1

∆n(p,q)
[g1n∆n (p, y) +ψ1nshλn (q− y)] , 0 < y < q,

1
∆n(p,q)

[g1nsinλn (p+ y) +ψ1n∆n (−y, q)] , −p < y < 0, n ∈ N0.
(47)

здесь ∆n (p, y) и ∆n (−y, q) определяется из (33).
Теперь покажем, что ряд (50) при определенных условиях относительно

заданной функции g(x) и ψ(x) сходится абсолютно и равномерно на замкнутой
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области �D и допускает почленное дифференцирование по x и y дважды в
замкнутых областях D1 и D2.

Предварительно на основании лемм 1-3 установим оценки для коэффициентов
υn(y) и их производных до второго порядка включительно.

Лемма 4. Пусть выполнены условия одной из лемм 1-3. Тогда при всех
n > n0 имеют место оценки:

|υn(y)| ≤M1 (|g1n|+ |ψ1n|) , |υ
′
n(y)| ≤M2n (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [−p, q] , (48)∣∣υ ′′

n(y)
∣∣ ≤M3n

2 (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [0, q] ,
∣∣υ ′′
n(y)

∣∣ ≤M4n
2 (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [−p, 0] , (49)

где Mi (i = 1, 4) — положительные постоянные.
Доказательство. Учитывая оценку (46)-(47) с учетом (19), (30) из (51) имеем

|υn(y)| ≤
∣∣∣∣ g1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ |∆n (p, y)|+ ∣∣∣∣ ψ1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ |shλn (q− y)| ≤M1 (|g1n| + |ψ1n| ) , y ∈ [0, q] ,

|υn (y)| ≤
∣∣∣∣ g1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ |sinλn (p+ y)|+ ∣∣∣∣ ψ1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ |∆n (−y, q)| ≤
≤M1 (|g1n| + |ψ1n| ) , y ∈ [−p, 0] .

Из последнего следует справедливость первого неравенства (52).
Чтобы доказать вторую оценку (52) найдем производную функций (51)

υ ′
n(y) =


λn

∆n(p,q)

[
g1n∆

(1)
n (p, y) −ψ1nchλn (q− y)

]
, 0 < y < q,

λn
∆n(p,q)

[
g1ncosλn (p+ y) −ψ1n∆

(1)
n (−y, q)

]
, −p < y < 0,

(50)

где
∆(1)
n (p, y) = shλny sinλnp+ chλnycos λnp , y > 0 ,

∆(1)
n (−y, q) = shλnq sin λny+ chλnq cos λny , y < 0 .

Учитывая оценку (47) из (50) находим

|υ ′
n (y)| ≤

∣∣∣∣ λng1n∆n (p, q)

∣∣∣∣ · ∣∣∆(1)
n (p, y)

∣∣+ ∣∣∣∣ λnψ1n∆n (p, q)

∣∣∣∣ |−chλn (q− y)| ≤

≤ nM2 (|g1n| + |ψ1n| ) , y ∈ [0, q] ,

|υ ′
n (y)| ≤

∣∣∣∣ g1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ · |cosλn (p+ y)|+ ∣∣∣∣ ψ1n

∆n (p, q)

∣∣∣∣ ∣∣∆(1)
n (−y, q)

∣∣ ≤
≤ nM2 (|g1n| + |ψ1n| ) , y ∈ [−p, 0] .

Тогда из формулы (50) на основании (46)-(47) получаем вторую оценку (52).
Заметим, что функции (51) удовлетворяют равенствам (4). Отсюда в силу (52)

следует справедливость оценок (53). □
Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда при всех n > n0

имеют место оценки:

|υn(y)| ≤M5n
δ+1 (|g1n|+ |ψ1n|) , |υ ′

n(y)| ≤M6n
δ+2 (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [−p, q] ,
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|υ ′′
n(y)| ≤M7n

δ+3 (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [0, q] , |υ ′′
n(y)| ≤M8n

δ+3 (|g1n|+ |ψ1n|) , y ∈ [−p, 0] ,

где Mi (i = 5, 8) — положительные постоянные.
Доказательство леммы 5 аналогично доказательству леммы 4.
В силу леммы 4 ряд (50) и его производные первого и второго порядка при

(x, y) ∈ D, мажорируется числовым рядом

M9 =

+∞∑
n=n

0
+1

n2 (|g1n|+ |ψ1n|) . (51)

Лемма 6. Пусть функции g1(x), ψ1(x), φ(y) удовлетворяют условиям
g1(x), ψ1(x) ∈ C4 [0, 1], φ(y) ∈ C2 [−p, q], g1 (0) = ψ1 (0) = g ′′

1 (0) =

ψ ′′
1 (0) = 0, g1 (1) = ψ1 (1) = g ′′

1 (1) = ψ ′′
1 (1) = 0. Тогда справедливо следующее

представление:

g1n = g
(4)
1n

/
µ4n, ψ1n = ψ

(4)
1n

/
µ4n , n ∈ N0, (52)

где g41n =
√
2
∫1
0
g41 (x) cosµnxdx, ψ

4
1n =

√
2
∫1
0
ψ41 (x) cosµnxdx при этом

+∞∑
n=1

∣∣∣g(4)1n ∣∣∣2 ≤ ∥∥∥g(4)1 (x)
∥∥∥2
L
2
[0,1]

,

+∞∑
n=1

∣∣∣ψ(4)
1n

∣∣∣2 ≤ ∥∥∥ψ(4)
1 (x)

∥∥∥2
L
2
[0,1]

. (53)

Доказательство. Проинтегрируем интеграл из формул (26), (27) по частям
четырежды. Тогда, учитывая, что g(i)1 (k) = ψ

(i)
1 (k) = 0, k = 0, 1; i = 1, 3, получим

g1n =
√
2

∫ 1
0

g1 (x) cosµnxdx = −

√
2

µ4n

∫ 1
0

g
(4)
1 (x) cosµnxdx =

g
(4)
1n

µ4n
,

ψ1n =
√
2

∫ 1
0

ψ1 (x) cosµnxdx = −

√
2

µ4n

∫ 1
0

ψ
(4)
1 (x) cosµnxdx =

ψ
(4)
1n

µ4n
,

где g1(x) = ag ′(x) + cg(x), ψ1(x) = aψ
′(x) + cψ(x).

Оценки (53) представляют собой неравенства Бесселя из теории рядов Фурье.
□

В силу равенств (52) и оценок (53) ряд (51) мажорируется сходящимся
числовым рядом

M10 =

+∞∑
n=n0+1

1

n

(∣∣∣g(4)1n ∣∣∣+ ∣∣∣ψ(4)
1n

∣∣∣) . (54)

Тогда на основании сходимости ряда (54), в силу признака Вейерштрасса,
абсолютно и равномерно сходится ряд (52) в замкнутой области �D. Этот ряд
допускает почленное дифференцирование по x и y дважды в замкнутых областях
�D1 и �D2.

Непосредственной подстановкой (49) в уравнение (1) убеждаемся в том,
что функция u(x, y) определённая формулой (49), удовлетворяет (1), (4)-(7) и
принадлежит классу (2).

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть φ(y) ∈ C 2 [−p, q] и функции g1(x), ψ1(x) удовлетворяют
условиям леммы 6 и выполнены условия одной из лемм 1 или 2. Тогда,
если ∆k(p, q) ̸= 0 при k = 1, k0, то существует единственное решение
задачи C и оно определяется по формуле (49); если ∆

k
(p, q) = 0 при

k = m = k1, k1, . . . , kr ≤ k0, r ∈ N, то задача разрешима только тогда, когда
выполнены условия ортогональности

g1k =
√
2

∫ 1
0

g1 (x) cosµkxdx = 0, ψ1k =
√
2

∫ 1
0

ψ1 (x) cosµkxdx = 0 , k = k1, k2, ..., kr

и решение в этом случае определяется в виде

u (x, y) = φ (y) e−
c
a
x +

1

c
υ0 (y)

(
1− e−

c
a
x
)
+

+

√
2

a

k 1−1∑
k=1

+ ... +

kr−1∑
k=k r−1+1

+

+∞∑
k=k r+1

υk (y) ∫ x
0

e
c
a
(t−x)cosµkt dt+

∑
m

Hm um (x, y) , (55)

в последней сумме переменная m принимает значения k1, k2, ..., kr. Если
в конечных суммах (55) верхний предел меньше нижнего, такие суммы
считаются равными нулю, здесь Hm — произвольные постоянные, um (x, y)

и υk (y) соответственно определяется из (45) и (51). Функция u(x, y)

принадлежит классу (2).

Теорема 3 (устойчивость). Пусть выполнены условии теоремы 2, тогда
для решения задачи C (см.(51)) справедливы оценки:

∥u (x, y)∥L
2
[0,1] ≤M11

(
∥φ(y)∥L

2
[0, q] + ∥g1 (x)∥L

2
[0,1] + ∥ψ1 (x)∥L

2
[0,1]

)
,

∥u (x, y)∥
C(�D) ≤M12

(
∥φ(y)∥C[0, 1] + ∥g ′

1 (x)∥C[0,1] + ∥ψ ′
1 (x)∥C[0,1]

)
,

где Mj(j = 11, 12) — положительные постоянные.
Теорема 3 доказывается аналогично как в работе [26] с использованием

неравенств Коши-Буняковского и Бесселя.

Заключение

В последние годы возник интерес исследованию краевых задач методом
спектрального анализа [17], [18]. Однозначная разрешимость прямых и обратных
задач для модельного уравнения смешанного параболо-гиперболического и
эллиптико-гиперболического типов второго порядка в прямоугольной области
были изучены в работах [19–22]. Как известно, что исследования по краевым
задачам для уравнения эллиптико-гиперболического типа дробного порядка не
проводились ранее. Исходя из этого, в данной работе мы исследовали задачи
граничным условием второго рода для уравнения эллиптико-гиперболического
типа третьего порядка в прямоугольной области. При обосновании равномерной
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сходимости ряда Фурье установлены оценки малых знаменателей об удаленности
от нуля с соответствующей асимптотикой, установлен критерий единственности.
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