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Аннотация. Нелокальные краевые задачи для параболических уравнений, в том числе уравнения
теплопроводности, стали объектом исследований достаточно давно. Интерес к такого рода задачам вызван
необходимостью дальнейшего развития теории краевых задач со смещением (задач Нахушева), а также в
связи с их многочисленными приложениями. Настоящая статья посвящена исследованию вопроса однозначной
разрешимости одного класса нелокальных краевых задач для уравнения теплопроводности. Рассмотрена
задача отыскания регулярного решения уравнения теплопроводности с дробной производной Римана –
Лиувилля в граничных условиях. Рассмотрена задача Коши для уравнения, эквивалентного исходному
уравнению, при этом доказано, что рассматриваемая краевая задача редуцируется к первой краевой задаче для
уравнения теплопроводности при условии, что задача Коши имеет единственное решение в классе функций,
удовлетворяющих условиям А. Н. Тихонова. При этом решение представимо в виде интегрального уравнения,
содержащим функцию Барретта в ядре. Также редукцией к системе дифференциальных уравнений с дробной
производной Римана – Лиувилля решается вопрос единственности и существования решения поставленной
задачи, когда в условии стоят значения решения на другом конце. Полученные в работе результаты послужат
основой для дальнейшего исследования нелокальных краевых задач для дифференциальных уравнений
параболического типа, лежащих в основе математического моделирования процессов в системах с фрактальной
структурой, а также развития теории дифференциальных уравнений дробного порядка.

Ключевые слова: класс нелокальных краевых задач, условия Тихонова, регулярное решение, задача Коши,
однородная задача, оператор дробного дифференцирования, дифференциальные уравнения дробного порядка.
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On a Сlass of Non-Local Boundary Value
Problems for the Heat Equation
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Abstract. Non-local boundary value problems for parabolic equations, including the equations of thermal
conductivity, have been the object of research for a long time. Interest in such problems is caused by the need
for further development of the theory of boundary value problems with displacement (Nakhushev’s problems), as
well as in connection with their numerous applications. This article is devoted to the study of the question of
the unambiguous solvability of one class of nonlocal boundary value problems for the heat equation. The problem
of finding a regular solution of the thermal conductivity equation with a fractional Riemann –Liouville derivative
under boundary conditions is considered. The Cauchy problem for an equation equivalent to the original equation is
considered, and it is proved that the boundary value problem under consideration is reduced to the first boundary
value problem for the heat equation, provided that the Cauchy problem has a unique solution in the class of functions
satisfying the conditions of A.N. Tikhonov. In this case, the solution is represented as an integral equation containing
the Barrett function in the kernel. Also, by reducing to a system of differential equations with a fractional Riemann –
Liouville derivative, the question of the uniqueness and existence of a solution to the problem is solved when the values
of the solution at the other end are in the condition. The results obtained in this work will serve as a basis for further
research of nonlocal boundary value problems for parabolic differential equations underlying mathematical modeling
of processes in systems with fractal structure, as well as the development of the theory of fractional differential
equations.
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Введение

Нелокальные задачи возникают во многих областях физики, биологии, теории
влагопереноса. К первым работам по нелокальным задачам следует отнести работы
Л. И. Камынина, А. Ф. Чудновского, В. А. Стеклова. К более поздним работам
относятся работы А. В. Бицадзе, А.А. Самарского, А. М. Нахушева, Е.И. Моисеева,
Н. И. Ионкина и др.

Предложенные А. М. Нахушевым в 1969 году нелокальные задачи нового типа
положили начало важному этапу в становлении и развитии теории краевых задач,
которые были названы краевыми задачами со смещением, а впоследствии —
задачами Нахушева. Они обобщают задачу Трикоми и включают в себя класс
задач с самосопряженными операторами. В работах, исследующих задачи со
смещением для уравнений смешанного типа, краевые условия обычно содержат
классические операторы. А в нелокальных краевых задачах содержатся операторы
более сложной структуры и операторы дробного интегро-дифференцирования.

В последние годы появились работы по численным методам решения краевых
задач с нелокальными условиями. Разработанная А. А. Самарским общая теория
устойчивости разностных схем не применима к нелокальным задачам. Это
связано с тем, что не имеет место положительность и самосопряженность
соответствующих операторов, входящих в каноническую форму разностных
схем, аппроксимирующих краевые задачи с нелокальными условиями.
Численным, в основном разностным, методам исследования нелокальных задач
посвящены работы А. В. Гулина, Н. И. Ионкина, В.А. Морозова, В. Л. Макарова,
М. Х. Шханукова-Лафишева и др. [5, 10]. Разностным методам решения
нелокальных краевых задач для уравнений теплопроводности посвящены
работы [6–9].

Постановка задачи

В области Ωl = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < T } евклидовой плоскости точек (x, y)

рассмотрим уравнение теплопроводности

uy = uxx. (1)

Задача N∞. Найти регулярное и ограниченное в области Ω∞ = {(x, y) :

0 < x <∞, 0 < y < T } решение u(x, y) со следующими свойствами:
1. Функция u(x, y) является непрерывной при 0 ≤ x <∞, 0 ≤ y ≤ T ;
2. Производная ux(x, y) — непрерывна при 0 ≤ x <∞, 0 < y < T и ux(0, y) ∈

L[0, T ];
3. u(0, y) имеет непрерывные и суммируемые при 0 < y < T производные

порядка ≤ 1;
4. Функция u(x, y) удовлетворяет условиям

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x <∞, (2)
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1∫
0

a(y, α)Dα
0yu(0, y)dα+

m∑
i=0

ai(y)D
αi

0yu(0, y) + b(y)ux(0, y) = c(y), 0 < y < T, (3)

где 0 = α0 < α1 < α2 < . . . < αm < 1; Dα
0y — оператор дробного

дифференцирования порядка α с началом в точке 0 и концом в точке y;
φ(x), αi(y), i = 0, 1, . . . ,m, a(y, α), b(y) и c(y) — заданные непрерывные и
ограниченные в замкнутой области их определения функции.

Единственность и существование решения

Лемма 1. Пусть существует решение u(x, y) задачи N∞ и τ(y) = u(0, y),
ν(y) = ux(0, y). Тогда пара (τ, ν) является решением следующей системы
дифференциальных уравнений дробного порядка

1∫
0

a(y, α)Dα
0yτ(y)dα+

m∑
i=0

ai(y)D
αi

0yτ(y) + b(y)ν(y) = c(y), 0 < y < T, (4)

D
1/2
0y τ(y) + ν(y) = Φ(y), 0 < y < T, (5)

где
Φ(y) = 2D

1/2
0y N

0,y
0∞φ(x),

N0,y
0∞φ(x) = 1

2
√
πy

∞∫
0

φ(x) exp

(
−
x2

4y

)
dx.

Лемма 1 является следствием условий (3), (4) и следующей теоремы,
доказанной А. М. Нахушевым [1].

Теорема 1. Пусть u(x, y) — регулярное в области Ω∞ решение уравнения
(1), удовлетворяющее условиям А.Н. Тихонова

u(x, y) = O
(
eεx

2
)
, ux(x, y) = O

(
eεx

2
)
, ε > 0,

и обладающее тем свойством, что

u(x, y) ∈ C(0 ≤ x <∞, 0 < y ≤ T), ux(x, y) ∈ C(0 ≤ x <∞, 0 ≤ y ≤ T), ux(0, y) ∈ L[0, T ].

Тогда
u(0, y) +D

−1/2
0y ux(0, y) = 2N

0,y
0∞u(x, 0).

Из (4) и (5) вытекает, что след τ(y) искомого решения u(x, y) задачи N∞
является решением непрерывного дифференциального уравнения

1∫
0

a(y, α)Dα
0yτ(y)dα+

m∑
i=0

ai(y)D
αi

0yτ(y) − b(y)D
1/2
0y = f(y), (6)

где f(y) = c(y) − b(y)Φ(y).
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Как видно из (6) в случае, когда

a(y, α) ≡ 0, a1(y) = a2(y) = . . . = am(y), α1 = α2 = . . . = αm,

искомая функция представляет собой решение дифференциального уравнения
дробного порядка

a0(y)τ(y) + a1(y)D
α1

0yτ(y) − b(y)D
1/2
0y τ(y) = f(y), (7)

при α1 = 1/2 из (7) имеем

[a1(y) − b(y)]D
1/2
0y τ(y) + a0(y)τ(y) = f(y). (8)

Вариант этого частного случая задачи N∞, когда a1 ≡ const ̸= 1, b ≡ 1, α = 1/2

был объектом исследования работы [2].
Уравнение (8) в случае, когда

a1(y) ̸= b(y), a0(y)/ [a1(y) − b(y)] = λ = const

можно записать в виде
D
1/2
0y τ+ λτ = h(y), (9)

где h(y) = f(y)/ [a1(y) − b(y)].
Если h(y) ∈ L[0, T ], то любое решение (9) имеет вид (см. [3])

τ(y) = k1U1(y; λ) +

y∫
0

h(t)U1(y− t; λ)dt, (10)

где k1 = const,

U1(y; λ) =

∞∑
j=1

(−λ)j−1yj/2−1

Γ(j/2)
(11)

— функция Барретта [11].
При j = 1 с учётом (11) из (10) имеем

τ(y) =
k1√
π
+

1√
π

y∫
0

h(t)

(y− t)1/2
dt.

Переходя к пределу, видно, что

lim
y→0

√
yτ(y) = k1/

√
π.

Поэтому k1 = 0 тогда и только тогда, когда

lim
y→0

√
yτ(y) = 0. (12)

Единственное решение однородной задачи Коши (12) для уравнения (9)
задается формулой

τ(y) =

y∫
0

h(t)U1(y− t; λ)dt.
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На основании теоремы о среднем значении существует такое αm+1 ∈ [0, 1], что
уравнение (6) эквивалентно уравнению

m+1∑
i=0

ai(y)D
αi

0yτ− b(y)D
1/2
0y τ = f(y), (13)

где am+1(y) = a(y, αm+1).
Вопрос разрешимости уравнений вида (13) исследован в работе [4]. Поэтому,

если задача Коши τ(0) = φ(0) для уравнения (13) имеет и притом единственное
решение, то задача N∞ редуцируется к первой краевой задаче для уравнения
теплопроводности.

Редукцией к системе дифференциальных уравнений дробного порядка
решается вопрос единственности и существования решения задачи Nl, l < ∞,
когда на участке x = l, 0 < y < T задается условие вида (3), где вместо
u(0, y) и ux(0, y) стоят u(l, y) и ux(l, y) соответственно. В этом случае существенно
используется необходимое нелокальное условие, которому удовлетворяют все
решения уравнения (1) [1].

Заключение

Сформулирован класс нелокальных краевых задач для уравнения
теплопроводности, исследован вопрос о её однозначной разрешимости. Если
задача Коши для уравнения, эквивалентного исходному уравнению, имеет
единственное решение, то задача N∞ редуцируется к первой краевой задаче для
уравнения теплопроводности.

Также редукцией к системе дифференциальных уравнений дробного порядка
решается вопрос единственности и существования решения задачи Nl, когда в
условии стоят значения решения на другом конце.
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