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Аннотация. Как хорошо известно, наличие характеристик является очень существенным при
исследовании задачи Коши для дифференциальных уравнений с частными производными независимо
от его порядка. В случае, если дифференциальное уравнение с частными производными является
нагруженным, то для однозначной разрешимости задачи Коши возникают дополнительные условия
разрешимости, зависящие от вида следа нагрузки. Эти условия возникают даже для простейших
линейных нагруженных дифференциальных уравнений с частными производными, начиная с
первого порядка и выше. Основная цель данной работы – проиллюстрировать возникающие
эффекты на примере исследования задачи Коши для линейного нагруженного уравнения в частных
производных первого порядка. Так как корректность поставленной задачи Коши эквивалентным
образом редуцируется к интегральному уравнению второго рода, то основной метод, применяемый
для доказательства его разрешимости – метод последовательных подстановок. Основной вывод
заключается в том, что разрешимость задачи Коши для нагруженного уравнения в частных
производных существенным образом зависит от выбора следа нагрузки. В случае, когда разрешимость
задачи Коши доказана, оказывается, что область влияния данных Коши не ограничивается только
характеристиками, а появляются новые не характеристические линии, за которые данные Коши
однозначно продолжаться не могут.
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Abstract. As is well known, the presence of characteristics is very significant in the study of the Cauchy
problem for partial differential equations regardless of its order. In the case where the partial differential
equation is loaded, additional conditions dependent on the type of load arise for the unique solvability of
the Cauchy problem. These conditions arise even for the simplest first and higher order partial differential
equations. The main purpose of this paper is to illustrate the effects arising from the study of the Cauchy
problem for the linear loaded first-order partial differential equation. Since the correctness of the Cauchy
problem is equivalently reduced to the integral equation of the second kind, the basic method is used to prove
its solvability – method of successive substitutions. The main conclusion is that the solvability of the Cauchy
problem for a loaded partial derivative equation essentially depends on the choice of the load. In the case
when the solvability of the Cauchy problem is proven, it turns out that the area of influence of the Cauchy
data is not limited to the characteristics only, but new non-characteristic lines appear, beyond which the
Cauchy data cannot clearly be extended.
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Введение

В середине прошлого века вышло ряд работ [1]– [3], посвящённых
граничным дифференциальным операторам, в которых исследовались вопросы
существования и построения сопряженных к ним операторов, а также различные
самосопряженные их расширения и сужения. Впоследствии термин «граничный
оператор» начал заменяться на термин «нагруженный оператор».

В 1976 году в журнале дифференциальные уравнения вышла работа
А.М. Нахушева [4], посвящённая задаче Дарбу, где было введено определение
нагруженного дифференциального уравнения. Следствием интенсивного и
глубокого исследования последних неполных 50-и лет в этой области явились
огромное количество работ. Отметим лишь некоторые из них [5]– [14], в
которых можно найти обширную библиографию работ, посвящённых данной
тематике. Нагруженные уравнения применяются как метод математического
моделирования нелокальных и фрактальных процессов и явлений, а также
как метод эффективного поиска приближённых решений дифференциальных
уравнений. Отдельно можно отметить применение нагруженных уравнений в
математической биологии и экономике [15], [16].

Нагруженным уравнением в областиΩ ∈ Rn называется уравнение Lu(x) = f(x),
где L — оператор, содержащий след некоторых операций от искомого решения u(x)
на принадлежащихΩ многообразиях размерности меньше n [6]. Пусть Γ — искомый
заданный след, а F — образующее отображение, то есть F : Ω→ Γ .

Существенную роль для корректной постановки различных задач, а в
особенности задачи Коши для нагруженных дифференциальных уравнений в
частных производных играют два фактора: первый — выбор вида следа,
второй — выбор следообразующего отображения. Впервые идеальное сочетание
этих двух факторов было продемонстрировано в работе [4] при исследовании
задачи Дарбу для вырождающегося нагруженного интегро-дифференциального
уравнения второго порядка. Фактически А.М. Нахушев указал класс «нагрузок»
для гиперболических операторов, возмущающие свойства которых расширяют
класс корректных задач. Эта идея была подхвачена многими исследователями и
воплощена в ряде работ [17]– [22].

Разрешимость различных задач для нагруженных дифференциальных
уравнений с частными производными с «нехорошей нагрузкой» как
правило эквивалентным образом редуцируется к разрешимости интегро-
дифференциальных функциональных уравнений, при исследовании которых
возникают принципиальные трудности. Особенно эти трудности возникают для
нагруженных дифференциальных уравнений, у которых есть характеристические
кривые, в частности нагруженные гиперболические уравнения.

Задача Коши для нагруженных дифференциальных уравнений
гиперболического типа в частных производных является недостаточно
исследованной. При исследовании задачи Коши для уравнений с одним или
двумя семействами характеристик принципиальных отличий нет. Разница в
технической реализации. Поэтому в данной работе объектом исследования
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является линейно нагруженное дифференциальное уравнение с одним семейством
характеристик, причём след Γ зависит от некоторого параметра x0.

Основная часть

Будем рассматривать уравнение

ux + uy = λu(x0, y), (1)

λ, x0 — произвольные действительные постоянные, λ ̸= 0.
Для уравнения (1) мы будем исследовать следующую задачу.
Задача Коши. Найти регулярное решение u(x, y) уравнения (1),

удовлетворяющее условию

u(x, kx) = φ(x), 0 < x < l, (2)

где k — произвольное неотрицательное число, принимающее значение
вплоть до +∞.

Сделав в (1) замену v(x, y) = u(x, y) − λ
∫y
0
u(x0, t)dt и выразив u(x0, t)

через v(x0, t), нетрудно показать, что следующее выражение есть общее решение
уравнения (1)

u(x, y) = f(x− y) + λ

∫y
0

K(y, t)f(x0 − t)dt, (3)

где K(y, t) = eλ(y−t), а f(x− y) есть общее решение уравнения vx + vy = 0.
Пусть Ω = {(x, y) : 0 < x− y < l, x0 − l < y < x0}.
Так как решение поставленной задачи будет зависеть от значения k, а при

фиксированном k – от значения x0, то дальнейшее изложение разобьём на
несколько пунктов.

10. k = 0.

Теорема 1. Пусть φ(x) ∈ C1((0, l)) ∩ C([0, l]). Тогда решение u(x, y) задачи
Коши из класса C1(Ω)∩C

(
Ω
)

в области Ω для любого 0 ⩽ x0 ⩽ l существует,
единственно и представимо в виде

u(x, y) = φ(x− y) + λ

∫y
0

K(y, t)φ(x0 − t)dt. (4)

Доказательство формулы (4) очевидно.

20. 0 < k ⩽ 1/2.

Теорема 2. Пусть φ(x) ∈ C1(0, l) ∩ C[0, l]. Тогда для любого x0 ∈
[kl, (1− k) l] решение u(x, y) из класса C1(Ω)∩C

(
Ω
)

в области Ω существует
и единственно.

Доказательство.
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Удовлетворяя (3) условию (2), получим

f(x− kx) + λ

∫ kx
0

K(kx, t)f(x0 − t)dt = φ(x), 0 ⩽ x ⩽ l.

Сделав замены, одну под интегралом x0−t = t, другую – в уравнении x−kx = z,
получим

f(z) = φ

(
z

1− k

)
+ λ

∫ x0
x0−αz

K(αz, x0 − t)f(t)dt, 0 ⩽ z ⩽ (1− k) l. (5)

где α = k
1−k

.
Уравнение (5) является интегрo-функциональным уравнением. Будем решать

его методом последовательных подстановок.
Взяв в качестве начальной функции φ

(
z
1−z

)
и последовательно подставляя

вместо f(z) его значение из уравнения (5), получим

f(z) = φ

(
z

1− k

)
+ λ

∫ x0
x0−αz

K(αz, x0 − t)φ

(
t

1− k

)
dt+

+λ2
∫ x0
x0−αz

K(αz, x0 − t)

∫ x0
x0−αt

K(αt, x0 − t1)φ

(
t1

1− k

)
dt1dt+ . . .

(6)

Общий член этого ряда имеет вид

Vn(z) = λ
n

∫ x0
x0−αz

K(αz, x0 − t)

∫ x0
x0−αt

K(αt, x0 − t1) · · ·

· · ·
∫ x0
x0−αtn−2

K(αtn−2, x0 − tn−1)f

(
tn−1

1− k

)
dtn−1 · · ·dt1dt.

Так как |K(αz, x0 − t)| ⩽M, |f(t)| ⩽ N, то

|Vn(z)| ⩽ λ
n

∫ x0
x0−αz

∫ x0
x0−αt

· · ·
∫ x0
x0−αtn−2

dtn−1 · · ·dt1dt.

Так как α = k
1−k

⩽ 1 при k ⩽ 1
2
, то k

1−k
z ⩽ z. Поэтому

|Vn(z)| ⩽ λ
n

∫ z
0

∫ t
0

· · ·
∫ tn−2

0

dtn−1 · · ·dt1dt ⩽ |λ|
n
N
[Ml (1− k)]n

n!
.

Эта оценка гарантирует абсолютную и равномерную сходимость ряда (6).
Теорема 2 доказана. □
Нарушение условия x0 ∈ [kl, (1− k) l] приводит к нарушению единственности

решения задачи Коши. Действительно, пусть x0 ∈ [0, kl], тогда функция

f (z) =


F
(
1−k
k
(x0 − z)

)
+ 1

λ
F ′
(
1−k
k
(x0 − z)

)
, x0 −

k
1−k
z ⩽ 0,

0, 0 ⩽ z ⩽ 1−k
k
x0,

F(z), 1−k
k
x0 ⩽ z ⩽ (1− k) l,

13
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где F(z) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция,
удовлетворяющее условию

F

(
1− k

k
x0

)
= F ′′

(
1− k

k
x0

)
, (7)

является решением однородного уравнения

f(z) −

∫ x0
x0−

k
1−k

z

eλ(x0−
k

1−k
z−t)f(t)dt = 0. (8)

Аналогично строится пример функции f(z) при x0 ∈ [(1− k) l, l].

30. 1/2 < k < 1.

Теорема 3. Решение задачи Коши (1), (2), для любого k ∈
(
1
2
, 1
)

и для
любого x0 ∈ [0, l] существует, но не является единственным.

Доказательство.
Пусть x0 ∈ (0, l), тогда очевидно, что функция

f (z) =


F
(
1−k
k
(x0 − z)

)
+ 1

λ
F ′
(
1−k
k
(x0 − z)

)
, x0 −

k
1−k
z ⩽ 0,

0, 0 ⩽ z ⩽ x0,

F(z), x0 ⩽ z ⩽ (1− k) l,

где F(z) — произвольная дважды непрерывно дифференцируемая функция,
удовлетворяющая условию (7) является решением уравнения (8).

□
При x0 = 0 и при x0 = l аналогично можно построить функцию f(z).

40. k = 1.

Теорема 4. Пусть φ(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1
(
Ω
)

и выполняется условие φ ′(x0) =

λφ(x0), λ ̸= 0. Тогда решение u(x, y) задачи Коши из класса C2(Ω) ∩ C1
(
Ω
)

в
области Ω существует, единственно и представимо в виде

u(x, y) =
1

λ
φ ′(x0 − x+ y) −φ(x0 − x+ y) +φ(y). (9)

Доказательство.
Удовлетворяя (3) условию (2) при k = 1, получим

f(0) + λ

∫ x
0

eλ(x−t)f(x0 − t)dt = φ(x).

Так как f(0) = φ(0), то из последнего равенства легко получается, что

f(x− y) =
1

λ
φ ′(x0 − x+ y) −φ(x0 − x+ y) +φ(0).

Подставляя полученное значение f(x− y) в (3), после нескольких
преобразований, получаем (9).

□

14
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Заключение

Выделим некоторые аспекты влияния нагрузки на исследуемую задачу
1. Как известно, область определения данных Коши в задаче (2)

для уравнения (1) при λ = 0 представляет собой бесконечную полосу
{(x, y) : 0 < x−y < l}. В случае, если λ ̸= 0 и задача (2) для уравнения (1) корректно,
то область определения данных Коши представляет собой параллелограмм
{(x, y) : 0 < x− y < l, x0 < y < (k− 1)l+ x0}.

2. За счёт влияния нагрузки задача Коши при k = 1 для уравнения (1) имеет
единственное решение, хотя хорошо известно, что при λ = 0 эта задача имеет
бесчисленное множество решений.

3. Из приведенных представлений задачи Коши нетрудно заметить, что для
любых фиксированных x0 и k можно однозначно определить отрезок [a, b] ∈ [0, l],

задание u(x, y) на котором делает задачу Коши корректной.
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