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Аннотация. Теория дифференциальных уравнений в настоящее время представляет собой
исключительно богатый содержанием, быстро развивающийся раздел математики, тесно связанный с
другими областями математики и с ее приложениями. При изучении конкретных дифференциальных
уравнений, которые возникают в процессе решения физических задач, создаются методы, обладающие
большой общностью и применяющиеся к широкому кругу математических проблем. Задачи
интегрирования дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами оказали большое
влияние на развитие линейной алгебры. В настоящее время задача решения системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами x ′(t) = A · x(t) является
одной из важнейших проблем как теории обыкновенных дифференциальных уравнений, так и
линейной алгебры. Одним из наиболее известных методов решения системы линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами является метод приведения системы
линейных уравнений к одному уравнению высшего порядка, позволяющему находить решения исходной
системы в виде линейных комбинаций производных только одной функции. В данной работе исследована
следующая задача: для каких матриц A компоненты системы x ′(t) = A · x(t) при любом начальном
условии x(t0) = x0 могут быть выражены в виде линейных комбинаций производных только одной
заданной компоненты xk(t). Сформулирован новый простой критерий выразимости и подробно доказана
его корректность. Полученный результат может быть также применен при исследовании решений
системы x ′(t) =A ·x(t) на периодичность и при изучении линейных систем на полную наблюдаемость.
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коэффициентами, метод приведения системы линейных уравнений к одному уравнению высшего
порядка, критерий выразимости, алгоритм.
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Abstract. The theory of differential equations is currently an exceptionally content-rich, rapidly developing
branch of mathematics, closely related to other areas of mathematics and its applications. When studying specific
differential equations that arise in the process of solving physical problems, methods are created that have great
generality and are applied to a wide range of mathematical problems. The problem of integrating differential
equations with constant coefficients had a great influence on the development of linear algebra. At present, the
problem of solving a system of linear ordinary differential equations with constant coefficients x ′(t) = A ·x(t) is
one of the most important problems in both the theory of ordinary differential equations and linear algebra.
One of the most well-known methods for solving a system of linear ordinary differential equations with constant
coefficients is the method of reducing a system of linear equations to a single higher-order equation, which makes
it possible to find solutions to the original system in the form of linear combinations of derivatives of only one
function. In this paper, we study the following problem: for which matrices A the components of the system
x ′(t) =A ·x(t) under any initial condition x(t0) = x0 can be expressed as linear combinations of derivatives of only
one given component xk(t). A new simple expressibility criterion is formulated, and its correctness is proved in
detail. The result obtained can also be applied in the study of solutions of the system x ′(t) =A ·x(t) for periodicity
and in the study of linear systems for complete observability.
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Введение

Задача решения системы линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами является одной из важнейших проблем
как теории обыкновенных дифференциальных уравнений, так и линейной алгебры.
Поэтому, с одной стороны, для таких систем разрабатываются новые методы и
алгоритмы, а с другой стороны, существующие методы и алгоритмы решения
таких систем совершенствуются.

К наиболее известным методам решения системы линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами можно
отнести следующие: метод приведения системы линейных уравнений к одному
уравнению высшего порядка, метод сведения решения системы к задаче
отыскания собственных значений и собственных векторов матрицы системы,
метод неопределенных коэффициентов [1–4] и метод матрично-алгебраических
преобразований [5,6].

В работах [7–11] рассмотрены еще некоторые подходы решения систем
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, а
именно: в [9] предложен простой подход к решению систем, который позволяет
получить решение в явном виде и проанализировать его, в [10] изложен
операторный метод решения систем линейных дифференциальных уравнений,
который является некоторым аналогом методов Крамера и Гаусса решения систем
линейных алгебраических уравнений, в [11] рассмотрен метод интегрируемых
комбинаций для систем линейных дифференциальных уравнений, в [12] приведена
реализация алгоритма решения систем линейных дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами с использованием преобразования Лапласа,
так как одной из актуальных проблем компьютерной алгебры является задача
решения системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами, в [7, 8] на примерах системы трех дифференциальных
уравнений изложен способ сведения ее к одному дифференциальному уравнению,
позволяющий найти общее решение исходной системы в виде линейных
комбинаций производных только одной функции.

В данной работе рассматривается такая задача: для каких матриц A

компоненты системы x ′(t) =A ·x(t) при любом начальном условии x(t0) = x0 могут
быть выражены в виде линейных комбинаций производных только одной заданной
компоненты xk(t). В результате исследования найден новый простой критерий
выразимости и подробно доказана его корректность, тем самым обобщён результат,
приведенный в [13]. Полученный результат может быть также применен при
исследовании решений системы x ′(t) = A · x(t) на периодичность и при изучении
линейных систем на полную наблюдаемость.
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Используемые обозначения и понятия

Пусть E =


1 0 ... 0

0 1 ... 0

...

0 0 ... 1

 - единичная матрица n-го порядка, a Ei =

[
0 ... 0 1 0 ... 0

]
- i-я строка матрицы E.

Пусть x(t) =


x1(t)

x2(t)

...

xn(t)

 и A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...

an1 an2 ... ann

 ∈ Mn(R) - вещественная

квадратная матрица n-го порядка.
Пусть det(A− λ · E) = (−1)n(λ− λ1)

p1 · (λ− λ2)
p2 · ... · (λ− λm)pm = (−1)n(λn +

an−1λ
n−1+an−2λ

n−2+ ...+a1λ+a0) такой, что |{λ1,λ2, ...,λm}|=m и p1,p2, ...,pm ∈N.
Пусть vi - cобственный вектор матрицы A, соответствующий собственному

значению λi.

Пусть B(λ) =


b11 b12 ... b1n
b21 b22 ... b2n
...

bn1 bn2 ... bnn

=


a11−λ a12 ... a1n

a21 a22−λ ... a2n

...

an1 an2 ... ann−λ

.

Пусть Ai=
[
ai1 ai2 ... ain

]
- i-я строка матрицы A, Bj(λ) =


b1j
b2j
...

bnj

 - j-й столбец

матрицы B(λ).
Пусть B(i)(λ) = [B1(λ),B2(λ), ...,Bi−1(λ),Bi+1(λ), ...,Bn(λ)] - матрица, полученной

из матрицы B(λ) вычеркиванием i-го столбца Bi(λ).

Критерий выразимости каждой компоненты решения системы
x ′(t) =A ·x(t) в виде линейных комбинаций производных одной
из компонент

Рассмотрим однородную систему линейных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами

x ′
1(t) = a11x1(t)+a12x2(t)+ · · ·+a1nxn(t)

x ′
2(t) = a21x1(t)+a22x2(t)+ · · ·+a2nxn(t)

· · ·
x ′
n(t) = an1x1(t)+an2x2(t)+ · · ·+annxn(t)

(1)

Систему (1) напишем в матричном виде x ′(t) =A ·x(t).
В данной работе мы исследуем такую задачу: можно ли систему (1)

относительно xk(t) привести к эквивалентной системе дифференциальных
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уравнений вида

x1(t) = d11xk(t)+d12x
′
k(t)+ · · ·+d1nx

(n−1)
k (t)

x2(t) = d21xk(t)+d22x
′
k(t)+ · · ·+d2nx

(n−1)
k (t)

· · ·
xk−1(t) = dk−1 1xk(t)+dk−1 2x

′
k(t)+ · · ·+dk−1 nx

(n−1)
k (t)

x
(n)
k (t) = dk1xk(t)+dk2x

′
k(t)+ · · ·+dknx

(n−1)
k (t)

xk+1(t) = dk+1 1xk(t)+dk+1 2x
′
k(t)+ · · ·+dk+1 nx

(n−1)
k (t)

· · ·
xn(t) = dn1xk(t)+dn2x

′
k(t)+ · · ·+dnnx

(n−1)
k (t)

(2)

то есть можно ли для любого начального условия x(t0)= x0 выразить значения всех
функций x1(t),x2(t), ...,xn(t), входящих в заданную систему (1), в виде линейных
комбинаций производных только одной неизвестной функции xk(t), входящей в
эту систему.

Теорема 1. Систему (1) относительно xk(t) можно привести к
системе (2) тогда и только тогда, когда геометрическая кратность
всех собственных значений и k-я координата всех собственных векторов
матрицы A равны 1.

Доказательство. Достаточность. Из теоремы Гамильтона-Кэли [1] следует, что

x(n)(t)+an−1x
(n−1)(t)+an−2x

(n−2)(t)+ · · ·+a1x
′(t)+a0x(t) =(

An+an−1A
n−1+an−2A

n−2+ · · ·+a1A+a0E
)
·x(t) = 0 ·x(t) = 0 (3)

Действительно, так как непосредственно дифференцируя систему (1) легко
заметиь, что

x ′(t) =A ·x(t), x ′′(t) =A2 ·x(t), ..., x(n)(t) =An ·x(t) (4)

Из (3) следует, что

x
(n)
k (t)+an−1x

(n−1)
k (t)+an−2x

(n−2)
k (t)+ · · ·+a1x

′
k(t)+a0xk(t) = 0 (5)

Пусть геометрическая кратность всех собственных значений и k-я координата всех
собственных векторов матрицы A равны 1. Тогда из (4) следует, что

x
(n)
k (t)+an−1x

(n−1)
k (t)+an−2x

(n−2)
k (t)+ · · ·+a1x

′
k(t)+a0xk(t) = 0

xk(t) = Ek ·E ·x(t)
x ′
k(t) =Ak ·E ·x(t)

x ′′
k (t) =Ak ·A ·x(t)

...

x
(n−1)
k (t) =Ak ·An−2 ·x(t)

(6)
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Докажем, что det(M) ̸= 0, где M=


Ek ·E
Ak ·E
Ak ·A
...

Ak ·An−2

.

Пусть vi(j) - это присоединенный вектор высоты j, соответствующий
собственному значению λi. Собственные векторы - это присоединенные векторы
высоты 1, то есть vi(1) = vi.

Пусть V = [v1(1),v1(2), ...,v1(k1),v2(1),v2(2), ...,v2(k2), ...,vm(1),vm(2), ...,vm(km)] -
матрица составленная из координат присоединенных векторов-столбцов матрицы
A.

Для доказательства det(M) ̸= 0 достаточно и удобно показать, что det(M ·V) ̸= 0.
В работе [14] доказано, что det(M ·V) равен det(Vc), где

Vc =



1 λ1 λ21 λ31 ... λn−3
1 λn−2

1 λn−1
1

0 1 C1
2λ1 C1

3λ
2
1 ... C1

n−3λ
n−4
1 C1

n−2λ
n−3
1 C1

n−1λ
n−2
1

0 0 1 C2
3λ1 ... C2

n−3λ
n−5
1 C2

n−2λ
n−4
1 C2

n−1λ
n−3
1

0 0 0 1 ... C3
n−3λ

n−6
1 C3

n−2λ
n−5
1 C3

n−1λ
n−4
1

...
0 0 0 0 ... C

p1−1
n−3 λ

n−2−p1
1 C

p1−1
n−2 λ

n−1−p1
1 C

p1−1
n−1 λ

n−p1
1

1 λ2 λ22 λ32 ... λn−3
2 λn−2

2 λn−1
2

0 1 C1
2λ2 C1

3λ
2
2 ... C1

n−3λ
n−4
2 C1

n−2λ
n−3
2 C1

n−1λ
n−2
2

0 0 1 C2
3λ2 ... C2

n−3λ
n−5
2 C2

n−2λ
n−4
2 C2

n−1λ
n−3
2

0 0 0 1 ... C3
n−3λ

n−6
2 C3

n−2λ
n−5
2 C3

n−1λ
n−4
2

...
0 0 0 0 ... C

p2−1
n−3 λ

n−2−p2
2 C

p2−1
n−2 λ

n−1−p2
2 C

p2−1
n−1 λ

n−p2
2

...
· · ·
...
1 λm λ2m λ3m ... λn−3

m λn−2
m λn−1

m

0 1 C1
2λm C1

3λ
2
m ... C1

n−3λ
n−4
m C1

n−2λ
n−3
m C1

n−1λ
n−2
m

0 0 1 C2
3λm ... C2

n−3λ
n−5
m C2

n−2λ
n−4
m C2

n−1λ
n−3
m

0 0 0 1 ... C3
n−3λ

n−6
m C3

n−2λ
n−5
m C3

n−1λ
n−4
m

...
0 0 0 0 ... C

pm−1
n−3 λ

n−2−pm
m C

pm−1
n−2 λ

n−1−pm
m C

pm−1
n−1 λ

n−pm
m



,

Ck
m — биномиальный коэффициент. В работе [15] доказано, что

det(Vc) =
∏

1≤i<j≤m

(λj−λi)
pi·pj (7)
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Из (7) следует, что det(M) ̸= 0, так как M,V - квадратные матрицы n-го порядка
и, следовательно det(M ·V) = det(M) ·det(V). Теперь из (6) следует, что{

x
(n)
k (t)+an−1x

(n−1)
k (t)+an−2x

(n−2)
k (t)+ · · ·+a1x

′
k(t)+a0xk(t) = 0

x(t) =M−1 ·x(k)(t)
(8)

где x(k)(t) =


xk(t)

x ′
k(t)

x ′′
k (t)

...

x
(n−1)
k (t)

 . Равенство (8) означает, что удалось выразить значения

всех функций x1(t),x2(t), ...,xn(t), входящих в систему (1), в виде линейных
комбинаций производных только одной неизвестной функции xk(t), входящей в
эту систему.

Необходимость. Пусть неверно, что геометрическая кратность всех собственных
значений и k-я координата всех собственных векторов матрицы A равны 1. Тогда
∃r ∈ {1,2, ...,n} : либо a) k-я координата собственного вектора vr, соответствующего
собственному значению λr равна 0 либо b) количество собственных векторов-
столбцов матрицы A, соответствующих собственному значению λr больше или
равно 2.

Пусть V ′ = [vλ1(1), ...,vλ1(l1),vλ1(l1+ 1), ...,vλ1(k1), ...,vλm(1), ...,vλm(lm),vλm(lm+

1), ...,vλm(km)] – матрица составленная из координат собственных
и присоединенных векторов-столбцов матрицы A, где vλi(j) ={

cобственный вектор, соответствующий λi; если j ∈ {1,2, ..., li}

присоединенный вектор, соответствующий λi; если j ∈ {li+1, ...,ki}
.

Известно [1], что det(V ′) ̸= 0.
a) В этом случае покажем, что det(M) = 0. Для этого достаточно показать, что

det(M ·V ′) = 0. Действительно, так как (k1+k2+ ...+kr−1+1)-й столбец матрицы
M ·V ′ равен M ·vr = 0.

b) В этом случае тоже покажем, что det(M) = 0. Для этого достаточно показать,
что det(M ·V ′) = 0. Действительно, так как (k1+k2+ ...+kr−1+1)-й и (k1+k2+ ...+

kr−1+2)-й столбца матрицы M ·V ′ одинаковы. Теорема доказана. □
На основе конструктивного доказательства теоремы 1 легко разработать

алгоритм, который по заданной xk(t) ∈ SoV систему (1) приводит к системе (2).
Алгоритм 1. Приведение систему (1) к системе (2) (transforming the (1)
system to the equivalent (2) system)
function Transform(xk(t),A)

X(k)(t) := xk(t)

M := Ek

C := E

for j= 1. . .n−1 do
X(k)(t) := vstack

(
X(k)(t),x

(j)
k (t)

)
M := vstack(M,Ak ·C)
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C := C ·A
end for
X :=M−1 ·X(k)(t)

return X

end function
где vstack(M1,M2) — вертикальное объединение матриц M1,M2.
Корректность эого алгоритма следует непосредственно из доказанной теоремы 1.

Заключение

В результате исследования для любой матрицы A найден простой критерий
выразимости всех функций системы x ′(t) = A ·x(t) в виде линейных комбинаций
производных только одной функции xk(t), в терминах рангов матриц и доказана
его корректность. На основе доказанного критерия разработан соответствующий
алгоритм и обоснована его корректность. Полученный результат может быть
также применен при построении решений систем линейных дифференциальных
уравнений, исследовании решений таких систем и при наблюдении линейных
систем.
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