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Аннотация. Важным этапом в становлении теории краевых задач стали предложенные А.М. Нахушевым
в 1969 году нелокальные задачи нового типа, впоследствии названные у нас краевыми задачами со
смещением, а за рубежом - задачами (проблемами) Нахушева. Они являются обобщением задачи
Трикоми, а так же содержат широкий класс корректных самосопряженных задач. Эти задачи сразу
вызвали большой интерес многих авторов. За последние годы исследования задач со смещением для
уравнений смешанного типа ведутся особенно интенсивно. Но в этих работах краевые условия, как
правило, содержат классические операторы, в то время как нелокальным краевым задачам, содержащим
операторы более сложной структуры и операторы дробного интегро-дифференцирования. Настоящая
статья посвящена исследованию вопроса однозначной разрешимости краевых задач со смещением для
уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа. Сформулированы корректные краевые задачи
со смещением для уравнения смешанного типа. В данной работе исследованы вопросы однозначной
разрешимости задач со смешением для уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа в
смешанной области Ω, ограниченной в полуплоскости y > 0 гладкой кривой Жордана, а в полуплоскости
y < 0 характеристиками уравнения (1). При ограничениях неравенственного типа на известные функции
и различных порядках операторов дробного дифференцирования в краевом условии доказаны теоремы
единственности. Существование решения задач доказывается путем редукции задач к уравнениям
Фредгольма второго рода, безусловная разрешимость которых следует из единственности решения задач.

Ключевые слова: задача со смещением, задача Коши, задача Дирихле, оператор дробного
дифференцирования, оператор дробного интегрирования, уравнение Фредгольма, сингулярное
интегральное уравнение, регуляризатор.
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Abstract. An important stage in the development of the theory of boundary value problems was the proposed
by A.M. Nakhushev in 1969, non-local problems of a new type, which were later called in our country boundary-
value problems with a shift, and abroad - Nakhushev problems (problems). They are a generalization of the
Tricomi problem, and also contain a wide class of well-posed self-adjoint problems. These problems immediately
aroused great interest of many authors. In recent years, studies of problems with a shift for equations of mixed
type have been carried out especially intensively. But in these works, the boundary conditions, as a rule, contain
classical operators, while non-local boundary value problems contain operators of a more complex structure and
operators of fractional integro-differentiation. In this paper, we study the unique solvability of problems with
mixing for an equation of mixed elliptic-hyperbolic type. Under constraints of unequal type on known functions
and different orders of fractional differentiation operators in the boundary condition, uniqueness theorems are
proved. The existence of a solution to the problems is proved by reducing the problems to Fredholm equations
of the second kind, the unconditional solvability of which follows from the uniqueness of the solution to the
problems.
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Введение

Рассмотрим уравнение смешанного тина

signy · |y|muxx+uyy = 0, (1)

где m = const > 0, в конечной односвязной области Ω, ограниченной кусочно-
гладкой кривой Жордана σ с концами в точках A(0,0),B(1,0), расположенной в
полуплоскости y > 0 и характеристиками AC,BC уравнения (1) в полуплоскости
y < 0.

ПустьΩ1 иΩ2 - эллиптическая и гиперболическая части смешанной областиΩ.
Под регулярным решением уравнения (1) в области Ω будет пониматься функция
u(x,y) из класса C( �Ω)∩C1 (Ω)∩C2 (Ω1∪Ω2), удовлетворяющая уравнению (1) в
Ω1 ∪Ω2 и такая, что uy(x,0) может обращаться в бесконечность порядка ниже
единицы на концах A и B интервала J : 0 < x < 1 прямой y= 0.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение u(x,y) уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

u(z) =φ(z), ∀z ∈ σ, (2)

α(x)Daaxδ(x)u [θ0(x)]+β(x)D
b
x1ω(x)u [θ1(x)]+γ(x)u(x,0)+c(x)uy(x,0) = d(x), (3)

где θ0(x), θ1(x) - аффиксы точек пересечения характеристик уравнения
(1), выходящих из точки (x,0) ∈ J c характеристиками AC и BC

coответственно; φ(z), α(x), β(x), γ(x), c(x), d(x), ω(x), δ(x) - заданные
функции, причем

φ(z) ∈ C1(σ), α(x), β(x), γ(x), c(x), d(x) ∈ C1(�J),

α2(x)+β2(x)+γ2(x)+c2(x) ̸= 0, Dl0x, Dlx1 - операторы дробного в смысле Римана-
Лиувилля интегро-дифференцирования.

Существование и единственность решения задачи 1 в случае, когда

m= 1, a= b= 1−ε, σ= σ0 : x
2+

(
2

m+2

)2
ym+2−x= 0,

δ(x) =ω(x) = 1, γ(x) = c(x) = 0, α(x) = xελ2(x), β(x) = (1−x)εµ2(x),

где ε = m/(2m+ 4), λ2(x), µ2(x), γ(x) - заданные функции, вторые производные
которых удовлетворяют условию Гельдера, причем λ2(x) + µ2(x) = 1, были
исследованы А.В. Бицадзе.

При m > 1, когда a = b = 1− ε, δ(x) = ω(x) = 1, γ(x) = c(x) = 0 однозначная
разрешимость задачи (1)-(3) доказана Кумыковой С.К. [2]. Задача относится к
классу краевых задач со смещением А.M. Нахушева [1].

Теорема 1. B области Ω не может существовать более одного решения
задачи (1)-(3), если

a= b= ε, δ(x) = x2ε−1, ω(x) = (1−x)2ε−1, (4)
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A(x) = (1−x)1−εα(x)+x1−εβ(x)+
Γ(ε)

Γ(2ε)
x1−ε(1−x)1−εγ(x) ̸= 0, (5)

(1−x)εα(x)+xεβ(x)+
Γ(ε)Γ(2−2ε)

c1Γ(2ε)
xε · (1−x)εc(x) ̸= 0, (6)[

(1−x)1−εα(x)

A(x)

]′
≤ 0,

[
x1−εβ(x)

A(x)

]′
≥ 0, c(x)/A(x)≤ 0, (7)

c1 =

(
m+2

4

)1−2ε
· Γ(2−2ε)
Γ(1−ε)

.

Действительно, пусть τ(x) = u(x,0), v(x) = uy(x,0). Тогда регулярное решение
уравнения (1) в области Ω2 представимо в виде

u(z) =
Γ(2ε)

Γ2(ε)

1∫
0

τ

[
x+

2

m+2
(−y)

m+2
2 (2t−1)

]
· [t(1− t)]ε−1dt+

+
Γ(2−2ε)

Γ2(1−ε)
·y

1∫
0

v

[
x+

2

m+2
(−y)

m+2
2 (2t−1)

]
· [t(1− t)]−εdt. (8)

Удовлетворяя (8) условию (3) получим[
(1−x)1−εα(x)+x1−εβ(x)+

Γ(ε)

Γ(2ε)
x1−ε(1−x)1−εγ(x)

]
τ(x) =

= c1

[
(1−x)1−εα(x)D2ε−10x v(x)+x1−εβ(x)D2ε−1x1 v(x)

]
− (9)

−
Γ(ε)

Γ(2ε)
x1−ε(1−x)1−εc(x)v(x)+

Γ(ε)

Γ(2ε)
x1−ε(1−x)1−εd(x).

Теорему единственности можно доказать, предварительно доказав, что
если u(x,y) является решением уравнения (1), удовлетворяющим однородным

условиям (2), (3), то интеграл J∗ =
1∫
0

τ(x)v(x)dx не может быть отрицательным.

Единственность решения задачи (1) - (3) в этом случае будет следовать из
соотношений ∫∫

Ω1

(
ymu2x+u

2
y

)
dxdy+

1∫
0

τ(x)v(x)dx= 0, J∗ ≥ 0. (10)

При выполнении условий (4)-(7) теоремы будем иметь

π

sinπε
J∗ =−

∞∫
0

t2ε−1dt

1∫
0

α′
1(x)


 x∫
0

v(ξ)costξdξ

2+
 x∫
0

v(ξ)sintξdξ

2
dx+

+

x∫
0

t2ε−1dt

1∫
0

β′
1(x) ·


 1∫
x

v(ξ)costξdξ

2+
 1∫
x

v(ξ)sintξdξ

2
dx+ (11)
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+
2

π
sinπε

1∫
0

γ1(x)v
2(x)dx,

где α1(x) =
c1(1−x)

1−ϵα(x)
A(x) , β1(x) =

c1x
1−εβ(x)
A(x) , γ1(x) =

−Γ(ε)
Γ(2ε) ·

x1−ε(1−x)1−εc(x)
A(x) . Нетрудно

видеть, что при выполнении условий (7) теоремы 1 α′
1(x) ≤ 0, β′

1(x) ≥ 0,
γ1(x) ≥ 0 и выполняется неравенство J∗ ≥ 0. Из соотношений (10) заключаем, что∫∫
Ω1

(
ymu2x+u

2
y

)
dxdy = 0. Отсюда u2x = 0, u2y = 0 и u(x,y)≡ c∗ в Ω1, где c∗ = const.

Следовательно, τ(x) = c∗, v(x) = uy(x,0) = 0.
Подставляя v(x) и τ(x) в (9) при выполнении (6) и d(x) = 0 получим c∗ = 0.

Следовательно, u(x,y) ≡ 0 в Ω1 и в Ω2 как решения задач Дирихле и Коши с
нулевыми данными.

Переходя к доказательству существования решения задачи 1 относительно
кривой σ будем предполагать, что x = x(s), y = y(s) параметрическое уравнение
кривой σ, где s-длина дуги, отсчитываемая от точки B. Функции x(s), y(s) имеют
непрерывные производные на отрезке [0,l], не обращающиеся одновременно в ноль,
производные x′′(s), y′′(s) удовлетворяют условию Гёльдера на [0,l], где l-длина
σ; кривая σ оканчивается двумя сколь угодно малой длины дугами нормальной
кривой, а в остальной части отклоняется от этой кривой наружу.

Дополнительно будем предполагать, что

α(x) = xε1α1(x), β(x) = (1−x)ε1β1(x),

α1(x), β1(x), d(x), c(x)γ(x) ∈ C(2,h)(�J), гдe ε1 = const> ε, h > 0.

Фундаментальные соотношения между τ(x) и v(x), принесенные на J

из гиперболической Ω2 и эллиптической Ω1 частей смешанной области Ω

соответственно имеют вид (9) и

τ(x) = −k

1∫
0

[
1

|x− t|2ε
−

1

(x+ t−2xt)2ϵ

]
v(t)dt−

1∫
0

H(t,x)v(t)dt, (12)

где k= 1
4π

(
4

m+2

)2ε Γ2(ε)
Γ(2ε) ,H(t,x)− функция, свойства которой хорошо известны.

Исключая τ(x) из (9) и (12) в результате замены получим уравнение

a(y)ρ(y)+
b(y)

πi

1∫
0

ρ(ξ)dξ

ξ−y
= R[ρ]+d1(y), (13)

где

ξ=
t2

1−2t+2t2
, y=

x2

1−2x+2x2
,

a(y) =
π(1+ sinπε)

cosπε

[
α1(x)y

ε1−ε
2 +β1(x)(1−y)

ε1−ε
2 +

1

c1
c(x)

]
,

b(y) = πi
[
α1(x)y

ε1−ε
2 −β1(x)(1−y)

ε1−ε
2

]
, ρ(y) =

(
1−2x+2x2

)
v(x),
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d1(y) = −
Γ(ε)

k
· 1

(
√
y+

√
1−y)2+ε−ε1

d

( √
y

√
y+

√
1−y

)
,

d1 ∈H(�J)∩C1(J), R[ρ]− фредгольмов оператор первого рода.
Так как a2(y) − b2(y) ̸= 0, то уравнение (13) - сингулярное интегральное

уравнение нормального типа. Индекс уравнения (13) в классе функций ρ(y),
неограниченных на обоих концах, равен нулю.

Согласно общей теории вопрос существования решения уравнения (13)
эквивалентно редуцирован к вопросу разрешимости уравнения Фредгольма
второго рода со слабой особенностью в ядре

v(x)+

1∫
0

k(x,t)

(x− t)µ
v(t)dt= f(x),

где 0 < µ < 1, k(x,t) ∈ C(�J×�J)∩C1(J× J), f(x) ∈ C1(J), безусловная разрешимость
которого следует из единственности решения задачи.

По найденному v(x) определяется τ(x) и решение задачи (1)-(3) как решение
задачи Дирихле: u|σ=φ(z), u(x,0) = τ(x) в областиΩ1 и как решение задачи Коши:
u(x,0) = τ(x), uy(x,0) = v(x) в области Ω2.

Задача 2. Найти регулярное в области Ω решение u(x,y) уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

As[u]|σ ≡ y
mdy

ds
· ∂u
∂x

−
dx

ds
· ∂u
∂y

∣∣∣∣
σ

=φ(s), 0 < s < l (14)

и (3), где φ(s), α(x), β(x), γ(x), c(x), d(x) удовлетворяют тем же условиям,
что и в задаче 1.

Теорема 2. В области Ω не может существовать более одного решения
задачи 2, если либо

a= b= 1−ε, ω(x) = δ(x) = 1 (15)

и выполняются условия

A1(x) = (1−x)εα(x)+xεβ(x)−
1

c1
xε(1−x)εc(x) ̸= 0, (16)[

(1−x)εα(x)

A1(x)

]′
≤ 0,

[
xεβ(x)

A1(x)

]′
≥ 0, γ(x)

A1(x)
≥ 0, (17)

либо выполняются условия (4)-(7).
Действительно, при выполнении условий (15) теоремы 2 получим

1

π
Γ2(2ε)c1 · sin2πεcos2πε · J∗ =

=−
1

2

∞∫
0

t2ε−1dt

1∫
0

α′
2(x)


 x∫
0

τ1(ξ)costξdξ

2+
 x∫
0

τ1(ξ)sintξdξ

2
dx+

+
1

2

∞∫
0

t2ε−1dt

1∫
0

β′
2(x)


 1∫
x

τ2(ξ)costξdξ

2+
 1∫
x

τ2(ξ)sintξdξ

2
dx+ 1∫

0

γ2(x)τ
2(x)dx,

32



О некоторых краевых задачах со смещением . . . ISSN 2079-6641

где

α2(x) =
Γ(2ε)

Γ(ε)

(1−x)εα(x)

A1(x)
, β2(x) =

Γ(2ε)

Γ(ε)
· x
εβ(x)

A1(x)
, γ2(x) =

xε(1−x)εγ(x)

A1(x)
,

τ1(x) =
sin2πε

π

d

dx

x∫
0

τ(t)dt

(x− t)1−2ε
,

τ2(x) = −
sin2πε

π

d

dx

1∫
x

τ(t)dt

(t−x)1−2ε
.

С учетом (16), (17) нетрудно усмотреть, что J∗ ≥ 0. При выполнении условии
(4)-(7) имеет место (11) и J∗ ≥ 0.

Таким образом, как и в случае задачи 1 , условия теоремы 2 обеспечивают
выполнение неравенства J∗ ≥ 0, и единственность решения задачи 2 заключается
из соотношений (10).

Доказательство существования решения задачи 2 проводится в предположении,
что

α(x) = xε1α1(x), β(x) = (1−x)ε1β1(x),

где ε1 > 1−ε, α1(x), β1(x), γ(x), c(x), d(x) ∈ C1(�J)∩C3(J).
Фундаментальные соотношения между τ(x) и v(x), принесенные на J

из гиперболической Ω2 и эллиптической Ω1 частей смешанной области Ω

соответственно имеют вид (9)

v(x) =
−k1
1−2ε

d

dx

x∫
0

τ(t)dt

(x− t)1−2ε
+

k1
1−2ε

d

dx

1∫
x

τ(t)dt

(t−x)1−2ε
− (18)

−k1

1∫
0

τ(t)dt

(x+ t−2xt)2−2ε
+

1∫
0

∂2H(t,0;x,0)

∂η∂y
τ(t)dt+

l∫
0

κ(s)
∂q2(ξ,η;x,0)

∂y
ds,

где k1 = 1
4π

(
4

m+2

)2−2ε · Γ2(1−ε)
Γ(2−2ε) , H(t,0;x,0), κ(s), q2(ξ,η;x,0)− функции свойства

которых хорошо известны.
Исключая v(x) из (9) и (18) получим как и в случае задачи 1

сингулярное интегральное уравнение нормального типа относительно τ(x).
Найдены условия, гарантирующие существование регуляризатора, приводящего
полученное уравнение к уравнению Фредгольма второго рода, безусловная
разрешимость которого заключается из единственности решения задачи.

По найденным τ(x) и v(x) решение задачи 2 находится как решение задачи
Коши (8) в области Ω2, а в области Ω1 по формуле

u(x,y) =

1∫
0

τ(t)
∂G(t,0;x,y)

∂t
dt+

l∫
0

φ(s)G(ξ,η;x,y)ds,

где G(ξ,η;x,y) – функция Грина задачи (1), (14), u(x,0) = τ(x).
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Заключение

В работе исследованы вопросы однозначной разрешимости задач со смещением
для уравнений смешанного эллиптико-гиперболического типа.

При доказательстве теорем единственности для уравнения (1),
удовлетворяющее условиям (2) и (3) доказывается, что интеграл J∗ =

∫
τ(x)ν(x)dx

не может быть отрицательным. Из соотношения (10) заключаем, что ux = 0,
uy = 0. Следовательно, τ(x) = 0, ν(x) = 0. Следовательно u(x,y) = 0 в Ω1 и Ω2 как
решения задач Дирихле и Коши с нулевыми данными, а существования решений
задач доказывается методами интегральных уравнений.

Следует отметить, что краевые задачи со смещением для уравнений смешанного
типа исследовались также в работах [3]- [8].
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