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Аннотация. Последние десятилетия количество работ, посвященных исследованию задач для
дифференциальных уравнений дробного порядка, заметно растет. Интерес исследователей вызван
тем, что количество областей науки, в которых используются уравнения, содержащие дробные
производные, варьируется от биологии и медицины до теории управления, инженерии, финансов,
а также оптики, физики и так далее. Включение запаздывания в уравнение дробного порядка
существенно влияет на ход процесса, описываемого этим уравнением, так как неизвестная функция
задается при различных значениях аргумента, что вносит эффект предыстории в уравнение.
Поэтому, математические модели, содержащие дробный оператор и запаздывающий аргумент, более
точны, чем модели, содержащие производные целого порядка. В данной работе исследуется задача
Коши для линейного обыкновенного дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом
c оператором дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна, обобщающим известные
дробные операторы Римана – Лиувилля и Герасимова – Капуто. Результаты работы получены с
использованием методов теории целого и дробного исчислений, методов теории дифференциальных
уравнений с запаздывающим аргументом, метода специальных функций. В работе доказывается
теорема о справедливости аналога формулы Лагранжа. Также доказано, что специальная функция
Wγm (t), которая, в свою очередь, определяется через обобщенную функцию Миттаг – Леффлера
(или функция Прабхакара), удовлетворяет уравнению и условиям, сопряженным исследуемому, и
является фундаментальным решением рассматриваемого уравнения. Сформулирована и доказана
теорема существования и единственности решения начальной задачи. Решение поставленной задачи
выписано в терминах специальной функции Wν(t).

Ключевые слова: Производная Джрбашяна – Нерсесяна, уравнение дробного порядка, уравнение с
запаздывающим аргументом, формула Лагранжа, фундаментальное решение, обобщенная функция
Миттаг – Леффлера.
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Abstract. In recent, the number of works devoted to the study of problems for fractional order differential
equations is growing noticeably. The interest of researchers is due to the fact that the number of areas
of science in which equations containing fractional derivatives are used varies from biology and medicine
to control theory, engineering, finance, as well as optics, physics, and so on. The inclusion of delay in the
fractional order equation significantly affects the course of the process described by this equation, since
the unknown function is given for different values of the argument, which includes a history effect into the
equation. Therefore, mathematical models containing a fractional operator and a delay argument are more
accurate than models containing integer derivatives. In this paper, we study the Cauchy problem for a linear
ordinary delay differential equation with the Dzhrbashyan – Nersesyan fractional differentiation operator,
which is generalizing the Riemann – Liouville and Gerasimov – Caputo fractional operators. The results of
the work are obtained using the methods of the theory of integer and fractional calculus, methods of the
theory of delay differential equations, the method of special functions. In this paper proves a theorem on
the validity of an analogue of the Lagrange formula. It is also proved that the special function Wγm (t),
which is defined in terms of the generalized Mittag-Leffler function (or the Prabhakar function), satisfies
the equation and conditions associated with the one under study, and is the fundamental solution of the
considered equation. The main result is that the existence and uniqueness theorem to the initial value
problem is proved. The solution to the problem is written out in terms of the special function Wν(t).

Key words: Dzhrbashyan – Nersesyan derivative, fractional differential equation, delay differential
equation, Lagrange formula, fundamental solution, generalized Mittag – Leffler function.
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Введение

Рассмотрим уравнение

Lu≡D{γ0,...,γm}
0t u(t)−λu(t)−µH(t−τ)u(t−τ) = f(t), t > 0, (1)

где D{γ0,...,γm}
0t – оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна

[1], [2]
Dαstu(t) =D

{γ0,...,γm}
st u(t) =Dγm−1

st D
γm−1
st . . .D

γ0
st u(t), (2)

α=
m∑
k=0
γk−1,0<γk≤ 1, γ0+γm>1, H(t) – функция Хевисайда, λ,µ – произвольные

постоянные, τ – фиксированное положительное число.
В случае γ0 = α−m+ 1,γk = 1,k = 1,m производная Джрбашяна – Нерсесяна

переходит в производную Римана – Лиувилля

D
{α−m+1,1,...,1}
st u(t) =Dαstu(t), m−1 < α≤m,

а случае γk = 1,k = 0,m−1,γm = α−m+ 1 производная Джрбашяна – Нерсесяна
переходит в оператор дробного дифференцирования Герасимова – Капуто

D
{α−m+1,1,...,1}
st u(t) = ∂αstu(t), m−1 < α≤m.

В предыдущих соотношениях дробный оператор Римана – Лиувилля определяется
по формуле [3, c. 9]

Dαstg(t) =


sign(t−s)
Γ(−α)

t∫
s

g(ξ)dξ
|t−ξ|α+1 , α < 0;

g(t), α= 0;

signn(t− s) d
n

dtnD
α−n
st g(t), n−1 < α≤ n, n ∈ N,

(3)

Γ(z) – гамма функция Эйлера, а производная Герасимова – Капуто
(регуляризованная дробная производная) определяется соотношением равенством
[3]

∂αstu(t) = sign
n(t− s)Dα−nst u(n)(t), n−1 < α≤ n, n ∈ N. (4)

Среди монографий, посвященных теории дробного исчисления, отметим [4], [5],
[6]. Исследованию начальных задач для дифференциальных уравнений дробного
порядка посвящены работы [7], [8], [9], [10], [11].

Теории дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом
посвящены работы [12], [13] [14], [15]. Начальная задача для линейного
обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка с
запаздывающим аргументом была исследована в работе [16].

Начальные задачи и задачи с краевыми условиями типа Штурма – Лиувилля
для уравнения с производной Римана – Лиувилля и уравнения с производной
Герасимова – Капуто с запаздывающим аргументом, которые являются частными
случаями уравнения (1) при 1 < α≤ 2, исследовались в работах [17] и [18].
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Вспомогательная функция

Рассмотрим функцию Wν(t), которая ранее была введена в работе [19]

Wν(t) =Wν(t;τ,λ,µ)≡
∞∑
s=0

µs(t− sτ)αs+ν−1+ Es+1α,αs+ν(λ(t− sτ)
α
+), ν ∈ R, t > 0, (5)

где

E
ρ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(ρ)kz
k

Γ(αk+β)k!

– обобщённая функция Миттаг – Леффлера (функция Прабхакара) [20], (ρ)k =
Γ(ρ+k)
Γ(ρ) – символ Похгаммера,

(t− sτ)ρ =

{
(t− sτ)ρ, t > sτ,

0, t≤ sτ.

Также, в [19] для функции Wν(t) (5) доказаны следующие свойства:
1. Начиная с некоторого s выражение sτ> t, поэтому ряд (5) содержит конечное

число слагаемых N= [t/τ]+1.
2. Для функции (5) имеет место формула дробного интегродифференцирования

порядка α ∈ R и ν > 0:
Dα0tWν(t)=Wν−α(t). (6)

3. Функция Wν(t) удовлетворяет уравнению:

Wν(t) = λWν+α(t)+µWν+α(t−τ)+
tν−1

Γ(ν)
, ν ∈ R. (7)

4. Для функции Wk(t) справедливо соотношение

W
(i)
k (0) =

{
0,k ̸= i+1,
1,k= i+1.

(8)

Формула Лагранжа

Функцию u=u(t), удовлетворяющую уравнению (1) для всех t > 0 и такую, что
D

{γ0,...,γk}
0t u(t) ∈ AC[0,1], k = 0,m−1, назовем регулярным решением уравнения

(1).
Теорема. Пусть v(t) ∈ L[0,1]. Тогда справедлива формула Лагранжа

(Lu∗v)(t) =
m−1∑
k=0

D
{γm,...γk+1}

tξ v(t−ξ)D
{γ0,...,γk}
0ξ u(ξ)

∣∣t
0
+

+

t∫
0

u(ξ)
[
D

{γm,...,γ0}
tξ v(t−ξ)−λv(t−ξ)−µH(t−ξ−τ)v(t−ξ)

]
dξ, (9)
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где

(u∗v)(t) =
t∫
0

u(ξ)v(t−ξ)dξ (10)

– свертка Лапласа функций u(t) и v(t) [21] .

Доказательство. Свертка дифференциального выражения Lu с функцией v(t)
равна

(Lu∗v)(t) =
t∫
0

v(t−ξ)D
{γ0,...,γm}
0ξ u(ξ)dξ−λ

t∫
0

v(t−ξ)u(ξ)dξ−

−µ

t∫
0

H(ξ−τ)v(t−ξ)u(ξ−τ)dξ. (11)

Используя определение производной Джрбашяна – Нерсесяна (2) и формулу
дробного интегрирования по частям [5, c. 15]

b∫
a

g(s)Dαash(s)ds=

b∫
a

h(s)Dαbsg(s), α≤ 0, (12)

проинтегрируем m раз первый интеграл в правой части (11):

t∫
0

v(t−ξ)D
{γ0,...,γm}
0ξ u(ξ)dξ=

t∫
0

D
γm−1
tξ v(t−ξ)D

γm−1

0ξ . . .D
γ0
0ξu(ξ)dξ=

=Dγm−1
tξ v(t−ξ)D

γm−1−1
0ξ . . .D

γ0
0ξu(ξ)

∣∣t
0
+

t∫
0

D
γm−1−1
tξ D

γm
tξ v(t−ξ)D

γm−2

0ξ . . .D
γ0
0ξu(ξ)dξ=

= · · ·=
m−1∑
k=0

D
{γm,...γm−k}

tξ v(t−ξ)D
{γ0,...,γm−k−1}

0ξ u(ξ)
∣∣t
0
+

t∫
0

D
γ1
tξ . . .D

γm
tξ v(t−ξ)D

γ0−1
0ξ u(ξ)dξ=

=

m−1∑
k=0

D
{γm,...γk+1}

tξ v(t−ξ)D
{γ0,...,γk}
0ξ u(ξ)

∣∣t
0
+

t∫
0

u(ξ)D
{γm,...γ0}
tξ v(t−ξ)dξ.

Подставим полученное выражение в (11):

m−1∑
k=0

D
{γm,...γk+1}

tξ v(t−ξ)D
{γ0,...,γk}
0ξ u(ξ)

∣∣t
0
+

t∫
0

u(ξ)D
{γm,...γ0}
tξ v(t−ξ)dξ−

−λ

t∫
0

v(t−ξ)u(ξ)dξ−µ

t∫
0

v(t−ξ)H(ξ−τ)u(ξ−τ)dξ.
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Заменяя ξ−τ на ξ в последнем интеграле получим, что

t∫
0

H(ξ−τ)u(ξ−τ)v(t−ξ)dξ=

t∫
0

H(t−ξ−τ)u(ξ)v(t−ξ−τ)dξ. (13)

Тогда, учитывая (13), приходим к формуле (11). □

Фундаментальное решение

Определение. Фундаментальным решением уравнения (1) назовем функцию
v(t−ξ), удовлетворяющую уравнению

D
{γm,...,γ0}
tξ v(t−ξ)−λv(t−ξ)−µH(t−ξ−τ)v(t−ξ−τ) = 0 (14)

и условиям  lim
ξ→tDγm−1

tξ v(t−ξ) = 1,

lim
ξ→tD{γm,...,γk+1}

tξ v(t−ξ) = 0, k= 0,m−2.
(15)

Лемма. Функция Wγm(t − ξ) является фундаментальным решением
уравнения (1).

Доказательство. Справедливость леммы докажем используя определение
дробной производной Джрбашяна – Нерсесяна, а также свойства функции Wν(t)

(6), (7) и (8).
Сначала покажем, что функция v(t−ξ) =Wγm(t−ξ) удовлетворяет уравнению

(14):

D
γ0−1
tξ . . .D

γm
tξ Wγm(t−ξ) =Dγ0−1tξ . . .D

γm
tξ

(
λWα+γm(t−ξ)+µWα+γm(t−ξ−τ)+

+
(t−ξ)γm−1

Γ(γm)

)
=Dγ0−1tξ . . .D

γm−1

tξ

(
λWα(t−ξ)+µWα(t−ξ−τ)

)
=

= λWα−γ0−···−γm+1+γm(t−ξ)+µWα−γ0−···−γm+1+γm(t−ξ−τ) =

= λWγm(t−ξ)+µWγm(t−ξ−τ).

Справедливость условий (15) следует из формул (6) и (8):

lim
ξ→tDγm−1

tξ Wγm(t−ξ) = lim
ξ→tW1(t−ξ) =W1(0) = 1;

lim
ξ→tD{γm,...,γk+1}

tξ Wγm(t−ξ) = lim
ξ→tWρk+1(t−ξ) = 0, ρk = γ0+ · · ·+γk, k= 0,m−2.

□
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Теорема существования и единственности начальной задачи

Начальная задача для уравнения (1) ставится следующим образом.
Задача. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным

условиям
lim
t→0D{γ0,...,γi}

0t u(t) = ui, i= 0,m−1. (16)

Справедлива следующая
Теорема. Пусть функция f(t) представима в виде

f(t) =Dγm−1
0t g(t), g(t) ∈ L(0,1). (17)

Тогда решение задачи (1), (16) существует, единственно и имеет вид

u(t) =

m−1∑
i=0

uiWρi(t)+(f∗Wα)(t), (18)

где ρi =
i∑
k=0
γk.

Доказательство. Покажем, что решение (18) удовлетворяет уравнению
(1). Для этого, учитывая определение оператора Джрбашяна – Нерсесяна,
представление функции f(t) (17) и формулу дробного интегрирования по частям
(12) вычислим значение выражения:

D
{γ0,...,γm}
0t u(t) =Dγm−1

0t D
γm−1

0t . . .D
γ0
0t

[
m−1∑
i=0

uiWρi(t)+D
γm−1
0t g(t)∗Wα(t)

]
=

=Dγm−1
0t D

γm−1

0t . . .D
γ0
0t

[
m−1∑
i=0

uiWρi(t)+g(t)∗Wα−γm+1(t)

]
.

Далее, используя свойство (7) функции Wν(t) имеем:

D
γm−1
0t D

γm−1

0t . . .D
γ0
0t

m−1∑
i=0

ui

(
λWα+ρi(t)+µWα+ρi(t−τ)

)
+

+Dγm−1
0t

d

dt
D
γm−1−1
0t . . .D

γ0
0t g(t)∗Wα−γm+1(t) =

=

m−1∑
i=0

ui

(
λWρi(t)+µWρi(t−τ)

)
+Dγm−1

0t

d

dt
g(t)∗W1(t) =

=

m−1∑
i=0

ui

(
λWρi(t)+µWρi(t−τ)

)
+Dγm−1

0t g(t)+Dγm−1
0t g(t)∗ d

dt
[λWα+1(t)+µWα+1(t−τ)] =

=

m−1∑
i=0

ui

(
λWρi(t)+µWρi(t−τ)

)
+ f(t)+Dγm−1

0t g(t)∗ [λWα(t)+µWα(t−τ)] =

104



Задача Коши для уравнения с дробной . . . ISSN 2079-6641

=

m−1∑
i=0

ui

(
λWρi(t)+µWρi(t−τ)

)
+ f(t)+ f(t)∗ [λWα(t)+µWα(t−τ)] =

= f(t)+λu(t)+µu(t−τ).

Из формулы (8) следует, что решение (18) удовлетворяет начальным условиям
(16):

D
γi−1
0t D

γi−1

0t . . .D
γ0
0t u(t)

∣∣∣
t=0

=

m−1∑
i=0

uiD
γi−1
0t D

γi−1

0t . . .D
γ0
0tWγ0+γ1+···+γi(t)

∣∣∣
t=0

=

= uiW1(t)
∣∣∣
t=0

= ui.

Рассмотрим однородную задачу, соответствующую задаче (1), (16)

D
{γ0,...,γm}
0t u(t)−λu(t)−µH(t−τ)u(t−τ) = 0, lim

t→0D{γ0,...,γi}
0t u(t) = 0, i= 0,m−1.

(19)
Используя соотношение, связывающее дробную производную Джрбашяна –

Нерсесяна с производной Римана – Лиувилля [2]

D
{γ0,...,γm}
0t u(t) =Dα0tu(t)−

m−1∑
k=0

tρk−α−1

Γ(ρk−α)

[
D

{γ0,...,γk}
0t u(t)

]
t=0
, m−1 < α≤m,

и учитывая однородные начальные условия, из задачи (19) приходим к следующей

Dα0tu(t)−λu(t)−µH(t−τ)u(t−τ) = 0, lim
t→0Dα−i0t u(t) = 0, i= 0,m−1,

которая имеет только тривиальное решение [5]. Значит, решение неоднородной
задачи (1), (16) единственно. □

Заключение

В работе получено фундаментальное решение для линейного обыкновенного
дифференциального уравнения с производной Джрбашяна – Нерсесяна с
запаздывающим аргументом. Получен аналог формулы Лагранжа. Доказана
теорема существования и единственности решения начальной задачи.

Результаты, полученные в данной работе, в дальнейшем будут
использованы при исследовании локальных и нелокальных краевых задач для
дифференциальных уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом.
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