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Аннотация. В работе рассматривается частный случай специальной функции Фокса с четырьмя
параметрами, которая возникает в теории краевых задач для параболических уравнений
c оператором Бесселя и дробной производной по времени. Целью исследования является
получение некоторых рекуррентных соотношений, формул дифференцирования и интегрального
преобразования рассматриваемой функции. При получении результатов работы в основном
используется представление рассматриваемой функции через интеграл Меллина–Барнса. Также
используются её асимптотические разложения при большом и малом значениях аргумента. С
помощью указанного интегрального представления и некоторых известных формул для гамма-
функции Эйлера, получены рекуррентные соотношения, связывающие функции с разными
параметрами, а также функцию с её производной первого порядка. Получена формула
дифференцирования n-го порядка. Исследуется несобственный интеграл первого рода, который
содержит рассматриваемую функцию с двумя зависимыми параметрами из четырёх. Показывается,
что этот несобственный интеграл может быть записан в терминах известной специальной функции
Макдональда. При частных значениях параметров рассматриваемой в работе функции получаются
некоторые известные элементарные и специальные функции. Результаты работы носят теоретический
характер и будут полезны при исследовании краевых задач для вырождающихся параболических
уравнений с производными дробного порядка по времени.
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Abstract. The paper considers a particular case of a special Fox function with four parameters, which arises
in the theory of boundary value problems for parabolic equations with a Bessel operator and a fractional time
derivative. The research objective is to obtain some recurrence relations, formulas for differentiation and
integral transformation of the function under consideration. The results are obtained through representation
of the considered function in terms of the Mellin–Barnes integral. The function asymptotic expansions for
large and small values of the argument are also used. Employing the integral representation and some well-
known formulas for the Euler gamma function, recurrent relations are obtained connecting functions with
different parameters, as well as a function with its first-order derivative. A formula for differentiation of the
nth order is obtained. The paper studies an improper integral of the first kind that includes the considered
function with two dependent of the four parameters. We show that the improper integral can be written
out in terms of the well-known special Macdonald function. With special values of the parameters of the
considered function we obtain some well-known elementary and special functions. The results of the study
are theoretical and applicable in the study of boundary value problems for degenerate parabolic equations
with fractional time derivatives.
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Введение

Решения многих задач математической физики, техники и экономики
выражаются через так называемые специальные функции. В теории специальных
функций важное место занимают функции гипергеометрического типа. Многие из
них могут быть записаны в терминах G-функции Мейера. Обобщением G-функции
Мейера является H-функция Фокса. Основные свойства этой функций, такие как
представление через степенные ряды, асимптотические свойства при больших
и малых значениях аргумента, некоторые интегральные преобразования, можно
вывести из её представления через так зазываемый интеграл Меллина–Барнса.
Однако, при выводе некоторых формул при частных значениях параметров,
ввиду громоздкости её записи, удобнее пользоваться упрощенными обозначениями.
В данной работе рассматривается частный случай такой функции Фокса,
содержащей четыре параметра. Эта функция возникает при решении краевых
задач для дифференциальных уравнений с оператором Бесселя, действующим
по пространственной переменной, и производной дробного порядка по временной
переменной [1], [2]

Bxu(x,y)−D
α
0yu(x,y) = 0,

где

Bxu= x−b
∂

∂x

(
xb
∂u

∂x

)
– оператор Бесселя, |b|< 1, Dα0y – оператор дробного дифференцирования в смысле
Римана–Лиувилля порядка α, который определяется следующим образом [3, с. 9]:
Dα0yu= uy, если α= 1, и

Dα0yu(x,y) =
1

Γ(1−α)

∂

∂y

y∫
0

u(x,t)dt

(y− t)α
,

если 0 < α < 1.

Вспомогательные сведения.

Далее в работе Γ(s) – гамма-функция Эйлера, Kν(z) - функция Макдональда,
для которых известны представления [4, с. 5], [5, с. 15], [6, с. 11], [7, с. 79]

Γ(s) =

∞∫
0

e−tts−1dt, Res > 0, (1)

Kν(z) =
1

4πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ (ν/2+ s)Γ (−ν/2+ s)
(z
2

)−2s
ds, γ > |Reν|/2. (2)

Как известно, Γ(s) аналитична в комплексной плоскости s всюду, кроме точек
s = −n, n = 0,1,2, ..., в которых имеет полюсы первого порядка с вычетами
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(−1)n/n!. Соответственно, Γ(−s) имеет в точках s=n, n= 0,1,2, ..., вычеты, равные
(−1)n+1/n!.

Справедливы формулы [4, с. 10], [5, с. 17], [7, с. 27]

Γ(s+n) = (s)nΓ(s), (3)

Γ(s+1−n) =
(−1)nΓ(s+1)

(−s)n
, (4)

где n= 0,1,2, ..., (s)n – символ Похгаммера, определяемый равенствами

(s)n = s(s+1)(s+2)...(s+n−1), (s)0 = 1.

Частный случай функции Фокса. Пусть 0< ρ⩽ 2, µ, σ и r∈C, Re (σ+r)/2 /∈Z.
Рассмотрим функцию от комплексного переменного z

J ρ,µ,σ
r (z) =H2,12,3

[(z
2

)2 ∣∣∣∣ (1−σ/2,1), (µ−ρσ/2,ρ)(
r/2,1

)
,
(
1−σ/2,1

)
,
(
− r/2,1

) ] , (5)

где H2,12,3[...] – H-функция Фокса [8]- [10].
Некоторые свойства функции (5), такие как представление через контурный

интеграл, представление через степенные ряды, асимптотические свойства,
формулы дифференцирования, рекуррентные соотношения, рассмотрены в
работах [11], [12].

Для функции (5) имеет место представление через интеграл Меллина-Барнса

J ρ,µ,σ
r (z) =

1

2πi

∫
L

Θ(s)
(z
2

)−2s
ds, (6)

где

Θ(s) =
Γ (r/2+ s)Γ (1−σ/2+ s)Γ (σ/2− s)

Γ (µ−ρσ/2+ρs)Γ (1+ r/2− s)
, (7)

L= Liω∞ = (ω− i∞,ω+ i∞), ω1 <ω<ω2,

ω1 =−min{Rer/2,1−Reσ/2}, ω2 = Reσ/2.

Интеграл (6) абсолютно сходится, если:

ρ < 2, |argz|< π(1−ρ/2)/2, z ̸= 0,

ρ⩽ 2, |argz|= π(1−ρ/2)/2, (ρ−2)ω> ρReσ/2−Reµ+1/2, z ̸= 0.
Справедливы асимптотические разложения

J ρ,µ,σ
r (z) = a0

(z
2

)r
+b0

(z
2

)2−σ
+o(zδ), z→ 0, (8)

где δ=min {Rer,2−Reσ},

a0 =
Γ (1−(r+σ)/2)Γ ((r+σ)/2)

Γ (µ−ρ(r+σ)/2)Γ (1+ r)
, b0 =

Γ ((r+σ)/2−1)

Γ (µ−ρ)Γ (2+(r−σ)/2)
,

и
J ρ,µ,σ

r (z) = c0

(z
2

)−σ
+o(z−σ), z→∞, (9)

где

c0 =
Γ ((r+σ)/2)

Γ (µ)Γ (1+(r−σ)/2)
.

143



ISSN 2079-6641 Хуштова Ф. Г.

Основные результаты.

В этой работе, используя интегральное представление (6), докажем следующие
свойства функции (5).

Свойство 1. Имеет место формула

J ρ,µ,σ
r (z) = (−1)nJ ρ,µ+nρ,σ+2n

r (z)+

n−1∑
k=0

dk

(z
2

)−σ−2k
, n= 1,2, ..., (10)

где

dk =
(−1)kΓ ((r+σ)/2+k)

Γ (µ+ρk)Γ (1+(r−σ)/2−k)
.

Доказательство. Согласно (6) можем записать

(−1)nJ ρ,µ+nρ,σ+2n
r (z) =

(−1)n

2πi

∫
L1

Θ1(s)
(z
2

)−2s
ds, (11)

где

Θ1(s) =
Γ (r/2+ s)Γ (1−σ/2−n+ s)Γ (σ/2+n− s)

Γ (µ−ρσ/2+ρs)Γ (1+ r/2− s)
,

L1 = (ω− i∞,ω+ i∞), ω3 <ω<ω4, (12)

ω3 =−min{Rer/2,1−Reσ/2−n}, ω4 = Reσ/2+n.

Из формул (3) и (4) следуют равенства

Γ (σ/2+n− s) = (σ/2− s)n Γ (σ/2− s) ,

Γ (1−σ/2−n+ s) =
(−1)nΓ (1−σ/2+ s)

(σ/2− s)n
.

В силу последних интеграл (11) преобразуется к виду

(−1)nJ ρ,µ+nρ,σ+2n
r (z) =

1

2πi

∫
L1

Θ(s)
(z
2

)−2s
ds, (13)

где Θ(s) представляется в виде (7). Заметим, что контур интегрирования L1,

определяемый из (12), оставляет слева полюсы в точках sk = σ/2+k, k= 0,1, ...,n−
1. Вычеты функции Θ(s)(z/2)−2s в этих точках равны

(−1)k+1Γ ((r+σ)/2+k)

Γ (µ+ρk)Γ (1+(r−σ)/2−k)

(z
2

)−σ−2k
.

Вычитая их из функции (13), получим

(−1)nJ ρ,µ+nρ,σ+2n
r (z)−

n−1∑
k=0

(−1)k+1Γ ((r+σ)/2+k)

Γ (µ+ρk)Γ (1+(r−σ)/2−k)

(z
2

)−σ−2k
= J ρ,µ,σ

r (z),

что и доказывает равенство (10).
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При n= 1 (10) принимает вид

J ρ,µ,σ
r (z)+J ρ,µ+ρ,σ+2

r (z) =
Γ ((r+σ)/2)

Γ (µ)Γ (1+(r−σ)/2)

(z
2

)−σ
.

Свойство 2. Справедлива формула

z1−σ
d

dz

[
zσJ ρ,µ+1,σ

r (z)
]
=
2

ρ

[
µJ ρ,µ+1,σ

r (z)−J ρ,µ,σ
r (z)

]
. (14)

Доказательство. Из представления (6) следует

J ρ,µ+1,σ
r (z) =

1

2πi

∫
L

Θ2(s)
(z
2

)−2s
ds, (15)

где

Θ2(s) =
Γ (r/2+ s)Γ (1−σ/2+ s)Γ (σ/2− s)

Γ (µ+1−ρσ/2+ρs)Γ (1+ r/2− s)
.

Домножим (15) на zσ и продифференцируем полученное равенство по z. Результат
дифференцирования умножим на z1−σ. Получим

z1−σ
d

dz

[
zσJ ρ,µ+1,σ

r (z)
]
=

1

2πi

∫
L

Θ2(s)(σ−2s)
(z
2

)−2s
ds. (16)

Преобразуем правую часть равенства (16), записав её в виде

z1−σ
d

dz

[
zσJ ρ,µ+1,σ

r (z)
]
=
2µ

ρ

1

2πi

∫
L

Θ2(s)
(z
2

)−2s
ds−

−
2

ρ

1

2πi

∫
L

Θ2(s)(µ−ρσ/2+ρs)
(z
2

)−2s
ds. (17)

Из формулы (3) следует

Γ (µ+1−ρσ/2+ρs) = (µ−ρσ/2+ρs)Γ (µ−ρσ/2+ρs) .

Учитывая последнее, равенство (17) запишется в виде

z1−σ
d

dz

[
zσJ ρ,µ+1,σ

r (z)
]
=
2µ

ρ

1

2πi

∫
L

Θ2(s)
(z
2

)−2s
ds−

2

ρ

1

2πi

∫
L

Θ(s)
(z
2

)−2s
ds, (18)

где Θ(s) определяется из (7). Сравнивая правую часть (18) с представлением (6),
приходим к (14).

Свойство 3. Имеет место формула дифференцирования

dn

dzn

[
zµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ

r (λz−ρ/2)
]
= zµ−n−ρσ/2−1J ρ,µ−n,σ

r (λz−ρ/2), (19)

где λ= const, n= 1,2, ...
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Доказательство. Продифференцируем n раз по z равенство

zµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ
r (λz−ρ/2) =

zµ−ρσ/2−1

2πi

∫
L

Θ(s)

(
λz−ρ/2

2

)−2s

ds.

Получим
dn

dzn

[
zµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ

r (λz−ρ/2)
]
=

=
(−1)nzµ−n−ρσ/2−1

2πi

∫
L

Θ(s)(1−µ+ρσ/2−ρs)n

(
λz−ρ/2

2

)−2s

ds. (20)

Из формулы (4) следует

(1−µ+ρσ/2−ρs)n =
(−1)nΓ (µ−ρσ/2+ρs)

Γ (µ−n−ρσ/2+ρs)
.

Учитывая последнее, (20) примет вид

dn

dzn

[
zµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ

r (λz−ρ/2)
]
=
zµ−n−ρσ/2−1

2πi

∫
L

Θ3(s)

(
λz−ρ/2

2

)−2s

ds,

где

Θ3(s) =
Γ (r/2+ s)Γ (1−σ/2+ s)Γ (σ/2− s)

Γ (µ−n−ρσ/2+ρs)Γ (1+ r/2− s)
,

откуда следует (19).
Свойство 4. Пусть Reα > 0, Reµ > 0, λ= const. Тогда справедлива формула

1

Γ(α)

z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ
r (λt−ρ/2)dt= zµ+α−ρσ/2−1J ρ,µ+α,σ

r (λz−ρ/2). (21)

Доказательство. Отметим, что сходимость интеграла в (21) следует из
асимптотического разложения (9). Из представления (6) имеем

z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ
r (λt−ρ/2)dt=

=
1

2πi

z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2−1
∫
L

Θ(s)

(
λt−ρ/2

2

)−2s

dsdt. (22)

Меняя в (22) порядок интегрирования, получим

z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2−1J ρ,µ,σ
r (λt−ρ/2)dt=

=
1

2πi

∫
L

Θ(s)

(
λ

2

)−2s
z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2+ρs−1dtds. (23)
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Внутренний интеграл равен [13, с. 238]

z∫
0

(z− t)α−1tµ−ρσ/2+ρs−1dt= zµ+α−ρσ/2+ρs−1
Γ(α)Γ (µ−ρσ/2+ρs)

Γ (µ+α−ρσ/2+ρs)
.

Подставляя найденное значение в (23) и учитывая (7), приходим к формуле (21).
Частные случаи. Справедливы представления(z

2

)r
J 1,1,r

r (z) = γ

(
r;
z2

4

)
,

J 1,1,2+r
r (z) =

(z
2

)r
exp

(
−
z2

4

)
, J 1,2,4+r

r (z) = −
(z
2

)r
exp

(
−
z2

4

)
,

J 1,1,2−r
r (z) =

(z
2

)r
E1,1+r

(
−
z2

4

)
, J 1,2,4−r

r (z) =
(z
2

)r−2
E1,r

(
−
z2

4

)
,

J 1,1,σ
r (z) =

Γ ((σ+ r)/2)

Γ (1+ r)

(z
2

)r
Φ

(
(σ+ r)/2,1+ r;−

z2

4

)
,

(z
2

)r
J ρ,ρ,2+r

r (z) =H2,01,2

[
z2

4

∣∣∣∣ (0,ρ)(
r,1
)
,
(
0,1
) ] .

Здесь γ(r;z) – неполная гамма-функция [5, с. 254], Eρ,µ (z) – функция типа Миттаг-
Леффелера [7, с. 101], Φ(a,c;z) – вырожденная гипергеометрическая функция [5,
с. 237], [7, с. 73].

Приведённые частные случаи нетрудно получить придавая параметрам ρ, µ

и σ в (6) соответствующие значения и учитывая представления через интеграл
Меллина-Барнса получающихся функций [5, с. 244], [7, с. 168, 136, 101, 74].

Заключение

Рассматривается частный случай специальной функции Фокса. Используя
её интегральное представление, получены формулы, связывающие функции с
разными параметрами, а также функцию с её производной первого порядка,
формула дифференцирования n-го порядка. Исследуются два интеграла с
рассматриваемой функцией. При частных значениях параметров получаются
некоторые известные элементарные и специальные функции. Полученные
результаты могут быть применены при исследовании краевых задач для некоторых
дифференциальных уравнений с производными дробного порядка.
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