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Аннотация. В настоящей статье доказана классическая, сильная разрешимость и вольтерровость
сопряженной задачи c отходом от характеристики для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа с оператором дробного порядка в смысле Герасимова-Капуто. Целью
исследования является решение сопряженной задачи для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа дробного порядка. Учитывая, свойств операторов дробного порядка
найдены сопряженный оператор и применены постановки сопряженной задачи. Для исследования
поставленной задачи в параболической частью смешанной области решается первой краевой
задачи для уравнения параболического типа дробного порядка в смысле Герасимова-Капуто.
Используя, свойств функции Райта получено функциональное соотношение на линии перехода. Точно
также решая, задачи Коши гиперболической частью смешанной области находим функциональное
соотношение. Следовательно, поставленная задача эквивалентным образом сводится к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода со слабой особенностью. Согласно теории интегральных
уравнений Вольтерра второго рода доказывается однозначной разрешимость полученного уравнения.
Кроме того, используя методы операторов интегро - дифференцирования дробного порядка, теории
специальных функций, априорных оценок, теория интегральных уравнений доказываются теоремы
единственности, существования и вольтерровость сопряженной задачи в области с отходом от
характеристики для уравнения смешанного типа дробного порядка. Полученные результаты новые и
отличаются от результатов М.А. Садыбекова и А.С. Бердышева.

Ключевые слова: локальные граничные условия, уравнение дробного порядка, функция Райта и
Грина, сильная разрешимость, отход от характеристики.
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Abstract. In this article, it was proved the classical, strong solvability and Volterra property of the adjoint
problem with departure from the characteristic for an equation of mixed parabolic-hyperbolic type with a
fractional order operator in the sense of Gerasimov-Caputo. The aim of the research is to solve the conjugate
problem for the equation of a mixed parabolic-hyperbolic type of fractional order. Taking into account the
properties of fractional order operators, the adjoint operator is found and the statements of the adjoint
problem are applied. To study the formulated problem in the parabolic part of the mixed domain, the first
boundary value problem for a parabolic type equation of fractional order in the sense of Gerasimov-Caputo
is solved. Using the properties of the Wright function, a functional relation is obtained on the transition
line. In the same way, solving the Cauchy problem with the hyperbolic part of the mixed domain, we find
a functional relation. Consequently, the problem posed reduces in an equivalent way to a Volterra integral
equation of the second kind with a weak singularity. According to the theory of Volterra integral equations
of the second kind, the unique solvability of the resulting equation is proved. In addition, using the methods
of integro-differentiation operators of fractional order, the theory of special functions, a priori estimates,
the theory of integral equations, uniqueness, existence and Volterra theorems for the adjoint problem in a
domain with deviation out of the characteristic for a mixed-type equation of fractional order are proved.
The results obtained are new and differ from the results of M.A. Sadybekov and A. S. Berdyshev.
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Введение

В последние годы возрос интерес к иследованию дифференциальних дробного
порядка, в которых неизвестная функция содержится под знаком производной
дробного порядка. Это обусловлено как развитием самой теории дробного
интегрирования и дифференцирования, так и приложениями таких конструкций
в различных областях науки: в физике, механике, биологии, инженерии и других
областях.

Основные свойства оператора дробного порядка смысле Римана- Ливулля и
Капуто развивались в известных работах А.М. Нахушева и М.С.Салахитдинова [1],
А. М. Нахушева [2], [3], G. Hardy and J. E. Littlewood [4], E.R. Love [5], M. Saigo [6],
М.С.Салахитдинова и Б. И. Исломова [7], В.П. Михайлова [8], А. В. Псху [9], С. Г.
Самко, А.А. Килбаса и О. И. Маричева [10].

Отметим, что в работе В.А.Елеева [11] рассматривалась классическая
разрешимость аналог задачи Трикоми для смешанных параболо– гиперболических
уравнений с нехарактеристической линией изменения типа Н. Ю. Капустина [12]
рассматривалась сильная разрешимость задаче Трикоми для системы уравнений
параболо-гиперболического типа. К. Б. Сабитов [13] доказал единственность
решения задачи Трикоми для уравнения смешанного параболо-гиперболического
типа с комплексным спектральным параметром.

А. С. Бердышев [14] изучал разрешимость и спектральных свойств локальные
и нелокальные задачи, а также сопряженные задачи к ним для уравнений
смешанного параболо-гиперболического и смешанно – составного типов.

В. А. Ильин [15] исследовал единственность классического решения смешанной
задачи для самосопряженного гиперболического уравнения. А. Б. Нерсесян [16]
ввел обобщенное уравнение типа Вольтерра и выделил классы ядер, не имеющих
собственных значений.

В работе М.А. Садыбекова [17] доказана сильная разрешимость и
вольтерровость (отсутствие у нее собственных значений) краевой задаче в
области с отходом от характеристики для уравнения смешанного типа целого
порядка.

В работах [18–20] изучены краевые задачи для уравнения смешанного типа
с оператором дробного порядка Капуто в смешанной области, состоящая из
характеристической треугольника и прямоугольника.

Насколько нам известно, что краевые задачи для уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа дробного порядка не изучены.

В настоящей работе изучаются сопряженные задачи для смешанного параболо-
гиперболического уравнения, в случае, когда параболическая часть содержит
оператор дробного порядка Герасимова-Капуто. Установлены классическая,
сильная разрешимость и вольтерровость поставленной задачи.
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2. Вспомогательные сведения и постановка задачи

Пусть Ω ∈ R2 - конечная область, ограниченная при y > 0 отрезками AA0,
A0B0, B0B прямых x = 0, y = 1, x = 1 соответсвенно, а при y < 0 монотонной
гладкой кривой AC : y = −γ(x), 0 ≤ x ≤ l, 0.5 ≤ l ≤ 1, γ(0) = 0, l + γ(l) = 1,

расположенной внутри характеристического треугольника D : 0≤ x+y≤ x−y < 1
и характеристикой BC : x−y= 1, l≤ x≤ 1 уравнения

Lu=

{
cD

α
0xu−uyy, y > 0

uxx−uyy , y < 0

}
= f(x,y), (1)

где cDασx [•]−оператор дробного порядка α в смысле Герасимова-Капуто [9]:

cD
α
σxg(x) =

{
sgn(x−σ)
Γ(1−α)

∫x
σ |x− t|

−αg ′(t)dt, 0<α < 1,

g ′(x), α= 1.
(2)

Задача Mα. Найти решения уравнения (1), удовлетворяющей условия

u|AA0∪A0B0
= 0 (3)

(ux−uy)|AC = 0 (4)

и на линии измененного типа I = {(x,y) : 0 < x < 1, y= 0} удовлетворяет
условию сопряжения

lim
y→+0

u(x,y) = lim
y→−0

u(x,y), (x,0)∈�I, lim
y→+0

uy(x,y) = lim
y→−0

uy(x,y), (x,0)∈ I. (5)

Параболическую часть смешанной области Ω обозначим через Ω0, а
гиперболическую - Ω1.

Через Wl
2(Ω) = Hl(Ω) обозначим пространство С. Л. Соболева с нормой

∥·∥ l , W0
2(Ω) = L2(Ω); L2 [0,1] - пространство квадратично суммируемых функций

на [0,1], Ω0 =Ω∩ {y>0} , Ω1 =Ω∩ {y<0} .

Определение 1. Для функций h(x), w(x) ∈ L2 [0,1], выражение

(h(x),w(x))0 =

∫1
0
h(x) ·w(x)dx.

называется скалярным произведением на пространстве L2 [0,1].
Свойство оператора Капуто.

Лемма 1. Пусть выполнены условия f(x), g(x) ∈ L2 [0,1], тогда справедливо
равенства

(cD
α
0xh(x),w(x))0 = (h(x), cD

α
1xw(x))0 . (6)

Доказательство. Учитывая равенства (2), получаем

(cD
α
0xh(x),w(x))0 =

∫1
0

[
1

(1−α)

∫x
0

h ′(t)

(x− t)α
dt

]
·w(x)dx, (7)
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Интегрируя по частям правую часть (7), будем иметь∫1
0

[
1

(1−α)

∫x
0

h ′(t)

(x− t)α
dt

]
·w(x)dx=

[
w(x)

(1−α)
·
∫x
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt

]∣∣∣∣1
0

−

−
1

(1−α)

∫1
0
w ′(x)dx

∫x
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt=

w(1)

(1−α)

∫1
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(1− t)α
dt−

−
1

(1−α)

∫1
0
w ′(x)dx

∫x
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt. (8)

Далее, меняя порядок интегрирования последнего интеграла (8), имеем

1

(1−α)

∫1
0
w ′(x)dx

∫x
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt=

1

(1−α)

∫1
0
dr

∫1
r
w ′(x)dx

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt=

=
1

(1−α)

∫1
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
dt

∫1
r
w ′(x)dx=

w(1)

(1−α)

∫1
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(1− t)α
dt−

−
1

(1−α)

∫1
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
w(r)dt,

Отсюда и из (8) имеем∫1
0

[
1

(1−α)

∫x
0

h ′(t)

(x− t)α
dt

]
·w(x)dx= 1

(1−α)

∫1
0
dr

∫ r
0

h ′(t)

(r− t)α
w(r)dt,

Интегрируя по частям два раза правой части последнего равенство, получим

1

(1−α)

∫1
0
h ′(x)dx

∫1
x

w(t)

(t−x)α
dt=

∫1
0
h(x)

[
1

(1−α)

∫x
1

w ′(t)

(t−x)α
dt

]
dx, (9)

В силу (2) из (9) имеем∫1
0
h(x)

[
1

(1−α)

∫x
1

w ′(t)

(t−x)α
dt

]
dx=

∫1
0
h(x) · cDα1xw(x)dx. (10)

Из равенства (7) и (10) следует справведливость тождества (6).
Лемма 1 доказана. □

Умножая Lu на некоторую функцию υ, запишем слагаемые в виде

υuxx = (υux)x−(υxu)x+uυxx, υuyy = (υuy)y−(υyu)y+uυyy.

Используя, последних выражений с учетом леммы 1 получаем сопряженный
оператор на операторе Lu:

L∗υ=

{
cD

α
1xυ−υyy , y > 0,

υxx−υyy , y < 0,

где cDα1xυ−определяется из (2).
Тогда сопряженной задаче к задаче Mα в области Ω ставится, следующим

образом.
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Задача M∗
α. Найти решения уравнения

L∗υ= g(x,y), (11)

удовлетворяющее условиям

υ|A0B0∪BB0∪BC = 0 (12)

(υx+υy)|AC = 0 (13)

и на линии изменении типа удовлетворяет условию сопряжения

lim
y→+0

υ(x,y) = lim
y→−0

υ(x,y), (x,0) ∈ �I, lim
y→+0

υy(x,y) = lim
y→−0

υy(x,y), (x,0) ∈ I.

(14)
В дальнейшем всюду относительно кривой γ(x) будем предполагать, что

она принадлежит классу функций C1(0,l) и таких что (x− γ(x))− монотонно
возрастает.

Определение 2. Классическим решением задачи M∗
α назовем функцию

из класса P∗
1 =
{
υ(x,y) : υ(x,y) ∈ C1( �Ω)∩C2y(Ω0)∩C2,2x,y(Ω1)

}
, удовлетворяющую

краевым условиям (12), (13) и (14) задачи M∗
α и обращающую уравнение (11) в

тождество.
Определение 3. Функцию υ ∈ L2(Ω) назовем сильным решением задачи M∗

α,
если существует последовательность функций {υn(x)}, υn ∈ P∗1, удовлетворяющих
краевым условиям (12), (13) задачи M∗

α, такая, что последовательности υn и Lυn
сходятся в L2(Ω) к функциям υ и g соответственно.

3. Существования и единственность решения задачи

Теорема 1. а) для любой функций g(x,y) ∈ C1(Ω), g(B) = 0 существует
единственное классическое решение υ(x,y) задачи M∗

α и оно удовлетворяет
неравенству:

∥υ∥1 ≤ c∥g∥0 (15)

и представлено в виде

υ(x,y) =

∫∫
Ω
K∗(x,y,x1,y1)g(x1,y1)dx1dy1 = (L∗1)

−1f, (16)

где K∗(x,y,x1,y1) ∈ L2(Ω×Ω).

б) для любой функций g(x,y) ∈ L2(Ω) существует единственное сильное
решение υ(x,y) задачи M∗

α. Это решение принадлежит классу P∗2 ={
υ(x,y) : υ(x,y) ∈W2

1(Ω)∩W 1,2
2 x,y(Ω0)∩C( �Ω )

}
, удовлетворяет неравенству

(15) и представимо в виде (16).

Доказательство. В параболической части области рассмотрим первой краевой
задачи: найти в области Ω0 решение уравнение

cD
α
0xυ−υyy = g(x,y), (17)
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удовлетворяющее однородным краевым условиям

υ|A0B0∪BB0 = 0 (18)

и неоднородному краевому условию

υ(x,0) = τ(x), (x,0) ∈ �I. (19)

Считая функцию τ(x) известной, вычислим ν(x) = υx(x,0).
Решение начально-краевой задачи с условиями (18) и (19) для уравнения (17)

в области Ω0 имеет вид [9]:

υ(x,y) =

∫1
x
Gy1(x1,y;x,0)τ(x1)dx1+

∫1
x
dx1

∫1
0
g(x1,y1)G(x1,y;x,y1)dy1, (20)

где τ(1) = 0, а G(x1,y;x,y1)−функции Грина первой краевой задачи для уравнения
(17) в области Ω0, представимая в виде

G(x1,y;x,y1) =
(x1−x)

β−1

2

∞∑
n=−∞

[
e
1,β
1,β

(
−
|y−y1+2n|

(x1−x)β

)
−e1,β1,β

(
−
|y+y1+2n|

(x1−x)β

)]
.

(21)
здесь β= α/2, а eµ,δσ,ε(z) - функция типа Райта. Она имеет вид:

eµ,δσ,ε(z) =

∞∑
n=0

zn

(σn+µ)(δ−εn)
, σ > ε, σ > 0.

Дифференцируя (20) по y и устремляя y к 0, получим

ν(x) = lim
y→+0

υy(x,y) =

= lim
y→+0

[∫1
x
Gy1y(x1,y;x,0)τ(x1)dx1+

∫1
x
dx1

∫1
0
g(x1,y1)Gy(x1,y;x,y1)dy1

]
. (22)

Теперь вычислим функции Gy(x1,y;x,y1) и Gy1y(x1,y;x,0). В силу формулы [9]:

d

dz
eµ,δν,ε(z) = −

1

εz

[
eµ,δ−1α,ε (z)+(1−δ)eµ,δα,ε(z)

]
(23)

имеем

Gy1(x1,y;x,y1) =
1

2β(x1−x)

+∞∑
n=−∞

[
sign(y−y1+2n)(x1−x)

β

|y−y1+2n|

[
e
1,β−1
1,β (z) +

+(1−β)e1,β1,β(z)
]
+
sign(y+y1+2n)(x1−x)

β

|y+y1+2n|
·
[
e
1,β−1
1,β (�z)+(1−β)e1,β1,β(�z)

]]
, (24)

где z=− |y−y1+2n|
(x1−x)β

, �z=− |y+y1+2n|
(x1−x)β

,

dz

dy1
=
sign(y−y1+2n)

(x1−x)β
,

d�z

dy1
=−

sign(y+y1+2n)

(x1−x)β
.
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Положив в (24) y1 = 0, а затем применив формулы [9]:

e1,δ−11,ε (θ)+(1−δ)e1,δ1,ε(θ) = −εθe1,δ−ε1,ε (θ), (25)

с учетом δ= β, θ= ~z, находим

e
1,β−1
1,β (~z)+(1−β)e1,β1,β(~z) = β

|y+2n|

(x1−x)β
e1,01,β(~z), ~z=−

|y+2n|

(x1−x)β
, (26)

Gy1(x1,y;x,0) =

+∞∑
n=−∞

sign(y+2n)

x1−x
e1,01,β

(
−

|y+2n|

(x1−x)β

)
. (27)

Дифференцируя (27) по y с учетом формулу:

d

dz
e1,δ1,β(z) = e

1,δ−β
α,β (z), (28)

учитывая
z=− |y+2n|(x−x1)

−β, z ′y =−sign(y+2n)(x−x1)
−β,

имеем

Gy1y(x1,y;x,0) =

+∞∑
n=−∞−

1

(x1−x)1+β
e
1,−β
1,β

(
−

|y+2n|

(x1−x)β

)
(29)

а затем применив формулы

sδ−2e
µ,δ−1
α,β (cs−β) =

d

ds

(
sδ−1e

µ,δ
α,β(cs

−β)
)
, (30)

с учетом µ= 1, δ= 1−β, α= 1, s= x−x1, c= |y+2n| , получим

Gy1y(x1,y;x,0) =

+∞∑
n=−∞

d

d(x1−x)

[
−

1

(x1−x)β
e
1,1−β
1,β

(
−

|y+2n|

(x1−x)β

)]
. (31)

Положив в (31) y=+0, имеем

Gy1y(x1,+0,x,0) =
d

dx1

[
+∞∑
n=−∞

1

(x1−x)β
e
1,1−β
1,β

(
−

|2n|

(x1−x)β

)]
. (32)

Подставлля (32) в (22), а затем интегруя по частям с учетом τ(1) = 0, получим

υy(x,0) = ν(x) = −

∫1
x
K(t−x)τ ′(t)dt+Φ0(x). (33)

где

K(x) =

+∞∑
n=−∞ x

−βe
1,1−β
1,β

(
−|2n|

/
xβ
)
, (34)

Φ0(x) =

∫1
x
dx1

∫1
0
g(x1,y1)Gy(x1,0,x,y1)dy1, (35)

Gy(x1,0,x,y1) =

+∞∑
n=−∞

sign(y1+2n)

(x1−x)
e1,01,β

{
−
|y1+2n|

(x1−x)β

}
. (36)
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Решение задачи M∗
α в области Ω1 ищем в виде

υ(x,y) =
1

2

[
τ(ξ)+τ(η)−

∫η
ξ
ν(t)dt

]
−

∫η
ξ
dξ1

∫η
ξ1

g1(ξ1,η1)dη1, (37)

где

ξ= x+y, η= x−y, 4g1(x,y) = g

(
x+y

2
,
x−y

2

)
. (38)

На основание (12) и (13) из (37) находим

ν(ξ) = −τ ′(ξ)−2

∫λ∗(ξ)
ξ

g1(ξ,η1)dη, 0≤ ξ≤ 1, (39)

где η = λ∗(ξ) , 0 ≤ ξ ≤ ξ0 , λ∗(ξ0) = 1 уравнение кривой AC в характеристических
переменных ξ, η и λ∗(ξ)≡ 1, ξ0 ≤ ξ≤ 1.

Подставляя полученное выражение ν(ξ) в (37), получим

υ(x,y) =

∫η
ξ
dξ1

∫λ∗(ξ)
ξ

g1(ξ1,η1)dη1+τ(η), (40)

здесь ξ и η− определяются из (38).
Исключая функцию ν(x) из соотношений (33) и (39), получаем интегральное

уравнение относительно τ ′(x):

τ ′(x)−

∫1
x
K(t−x)τ ′(t)dt=Φ(x) , (41)

где

Φ(x) = −2

∫λ∗(ξ)
x

g1(x,η1)dη1−Φ0(x). (42)

Принимая во внимание формуле

eµ,δσ,ε(0) = (Γ(δ)Γ(µ))−1 ,

из (34) следует

K(x) =
1

(1−β)
x−β+

+∞∑
n=−∞,
n ̸= 0.

1

xβ
e
1,1−β
1,β

(
−
|2n|

xβ

)
,

Очевидно, что ядра K(t − x) интегрального уравнения (41) имеет слабой
особенностью.

Действительно, в силу формулы [9, стр.33, (2.2.38)]:

y−βe
1,1−β
1,β (0)≤ C1y−β, n= 0,

xσ−1y−βe
σ,1−β
σ,β

(
−λxσy−β

)
≤ C2yβ, n ̸= 0. (43)
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из (34) с учетом σ= 1, λ=−1, x= |2n| , y= x−ξ, получим оценка ядра

|K(t−x)|≤ C3(t−x)−β . (44)

Ограничения, наложенные правую часть уравнения (11) позволяют
утверждать, что Φ(x) ∈ C1(0,1).

Таким образом, задача M∗
α эквивалентно (в смысли однозначной

разрешимости) редуцирована к интегральному уравнению типа Вольтерра
второго рода (41) со слабой особенностью.

Отсюда согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода [21]
заключаем, что интегральное уравнение (41) однозначно разрешимо в классе
τ ′(x) ∈ C1(0,1) и его решение дается формулой

τ ′(x) =Φ(x)+

∫1
x
R(t−x)Φ(t)dt, (45)

где R(t−x) - резольвента ядра уравнения (41):

R(x) =

∞∑
j=1

Kj(x), K1(x) = K(x), Kj+1(x) =

∫1
x
K1(t−x)Kj(t)dt. (46)

На основания (44) из (46) имеем

|R(t−x)|≤ C4(t−x)−β . (47)

Интегрируя (45) от x до 1 с учетом τ(1) = 0 получим

τ(x) =

∫1
x
Φ(r)R1(r−x)dr, (x,0) ∈ I, (48)

где

R1(r−x) = −1−

∫ r
x
R(r− s)ds. (49)

В силу (47) из (49) получаем

|R1(r−x)|≤ 1+C5(r−x)1−β. (50)

После определения функций τ(x) и ν(x) из (45) и (39) соответственно, решение
задачи M∗

α можно восстановить в области Ω0 как решение первой краевой задачи
для уравнения диффузии дробного порядка (см.(20)) а в Ω1 как решение задачи
Коши для уравнения (1) [14].

Подставлля (42) в (48), а затем используя кратные интегральные свойства
(изменяем порядок интегрирования), получим

τ(x) = 2

∫1
x
dξ1

∫λ∗(ξ)
ξ1

R1(ξ1−x)g1(ξ1,η1)dη1+

∫1
x
dx1

∫1
0
g(x1,y1)G1(x1,η,y1)dy1. (51)

где

G1(x1,η,y1) =

∫x1
η
Gy(x1,0,t,y1)R1(t−η)dt. (52)

89



ISSN 2079-6641 Исломов Б. И., Ахмадов И. А.

Подставляя (51) в (20) и (40) получаем

υ(x,y) = 2

∫1
x
dξ1

∫λ∗(ξ)
ξ1

g1(ξ1,η1)G3(ξ1,x,y)dη1+

+

∫1
x
dx1

∫1
0
g(x1,y1)G2(x1,y;x,y1)dy1, y > 0, (53)

υ(x,y) =

∫η
ξ
dξ1

∫λ∗(ξ)
ξ

g1(ξ1,η1)dη1+2

∫1
η
dξ1

∫λ∗(ξ)
ξ1

R1(ξ1−η)g1(ξ1,η1)dη1+

+

∫1
η
dx1

∫1
0
g(x1,y1)G1(x1,η,y1)dy1, y < 0, (54)

где

G2(x1,y;x,y1) =G(x1,y;x,y1)+

∫x1
x
G1(x1,x,y1)Gy1(t,y;x,0)dt, (55)

G3(ξ1,x,y) =

∫ξ1
x
Gy1(x1,y;x,0)R1(ξ1−x1)dx1, (56)

а ξ и η− определяются из (38).
Теперь из (53) и (54) после некоторых вычислений получим (16). В этой

формуле

K∗(x,y,x1,η) = θ(y)θ(y1)K00(x,y,x1,y1)+θ(y)θ(−y1)K01(x,y,x1,y1)+

+θ(−y)θ(y1)K10(x,y,x1,y1)+θ(−y)θ(−y1)K11(x,y,x1,y1), (57)

θ(y) = 1, y > 0 и θ(y) = 0, y < 0.
где

K00(x,y,x1,y1) = θ(x1−x)G2(x1,y;x,y1),

K01(x,y,x1,y1) = θ(ξ1−x)G3(ξ1,x,y),

K10(x,y,x1,y1) = θ(x1−η)G1(x1,η,y1),

K11(x,y,x1,y1) =
1

2
θ(ξ1−ξ)θ(η−ξ1)θ(η1−η)+θ(ξ1−η)R1(ξ1−η).

Покажем теперь, что K(x,y,x1,y1) ∈ L2(Ω×Ω). Для этого нам нужно показать,
что K00(x,y,x1,y1), K01(x,y,x1,y1), K10(x,y,x1,y1), K11(x,y,x1,y1) принадлежат
классу L2(Ω × Ω). Функция K(x,y,x1,y1) состоит из комбинации функций
Gy1(x1,y;x,0), Gy(x1,0,x,y1), G2(x1,y;x,y1), G1(x1,η,y1), R1(ξ1 − η), G3(ξ1,x,y).
Находим оценки этих функций.

Из вида функции Грина (21) , (27) и (36) при n= 0 имеем

�G(x1,y;x,y1) =
(x1−x)

β−1

2
e
1,β
1,β

(
−

|y−y1|

(x1−x)β

)
−e1,β1,β

(
−

|y+y1|

(x1−x)β

)
,

�Gy1(x1,y;x,0) =
sign(y)

x1−x
e1,01,β

(
−

|y|

(x1−x)β

)
,
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�Gy(x1,0,x,y1) =
+∞∑
n=−∞

sign(y1+2n)

(x1−x)
e1,01,β

{
−

|y1+n|

(x1−x)β

}
.

Отсюда в силу [9, стр.29, (2.2.24)]:∣∣∣∣zµ−1tδ−1eµ,δσ,β(−zσtβ
)∣∣∣∣≤ C1zµ−σθ−1tδ+βθ−1, θ ∈ [0,1] . (58)

получим оценки ∣∣ �G(x1,y;x,y1)∣∣≤ C5 |y−y1|−θ (x1−x)β+βθ−1, (59)∣∣ �Gy1(x1,y;x,0)∣∣≤ C7 |y|−θ (x1−x)βθ−1, (60)∣∣ �Gy(x1,0,x,y1)∣∣≤ C6 |y1|−θ (x1−x)βθ−1. (61)

Используя (50), (52), (61) мы находим оценку для функции G1(x,x1,y1) при
n= 0 :

|G1(x1,η,y1)|≤ C10 |y1|−θ (x1−η)βθ+C11 |y1|−θ (x1−η)βθ−β+1. (62)

В силу (59), (60), (62) из (55) при n= 0 получим неравенства

|G2(x1,y;x,y1)|≤ C5 |y−y1|−θ (x1−x)β+βθ−1+C12 |y1|−θ |y|−θ (x1−x)2βθ+

+C13 |y1|
−θ |y|−θ (x1−x)

2βθ−β+1, (63)

Принимая во внимании (50), (60) из (56) следует оценкуG3(ξ1,x,y1) при n= 0:

|G3(ξ1,x,y)|≤ C14 |y|−θ (ξ1−x)βθ+C15 |y|−θ (ξ1−x)βθ−β+1, (64)

Из (57) непосредственнымым вычислением имеем

||K00(x,y,x1,y1)||
2
L2(Ω×Ω) =

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫y
0
|K00(x,y,x1,y1)|

2dy1 =

=

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫y
0
|G2(x1,y,x,y1)|

2dy1 <∞,
||K01(x,y,x1,y1)||

2
L2(Ω×Ω) =

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫1
0
|K01(x,y,x1,y1)|

2dy1 =

=

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dξ1

∫y
0
|G3(ξ1,x,y,)|

2dη1 <∞,
||K10(x,y,x1,y1)||

2
L2(Ω×Ω) =

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫y
0
|K10(x,y,x1,y1)|

2dy1 =

=

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫y
0
|G1(x1,η,y1)|

2dy1 <∞,
||K11(x,y,x1,y1)||

2
L2(Ω×Ω) =

∫1
0
dx

∫1
0
dy

∫x
0
dx1

∫y
0
|K11(x,y,x1,y1)|

2dy1 ≤

≤ 1

2
+

∫1
0
dx

∫1
0
|R1(x−η1)|

2dη1 <∞,
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Отсюда и из (57) следует, что K∗(x,y,ξ,η) ∈ L2(Ω×Ω).
Теперь покажем справедливость неравенство (15). Для этого расмотрим

выражение

Φ1(x) = 2

∫x
0
g1 (t,x)dt,

используя неравенства Коши-Буняковского∫1
0
|Φ1(x)|

2dx=

∫1
0

[
2

∫x
0
g1 (t,x)dt

]2
dx≤ 4

∫1
0

[∫x
0
|g1 (t,x)|

2dt

∫x
0
dt

]
dx≤

≤ 4
∫1
0
dx

∫x
0
|g1 (t,x)|

2dt. (65)

Из (65) следует, что
∥Φ1(x)∥L2(0,1) ≤ C∥g∥L2(Ω1)

.

Через z(x,y) обозначим решение в Ω0 задачи

cD
α
0xz−zyy = g, z|AA0∪A0B0∪AB = 0,

Очевидно, что Φ0(x) = lim
y→0zy(x,y).

Решение задачи zx− zyy = g, z|AA0∪A0B0∪AB = 0, в классе W1,2
2 (Ω0) cушествует,

единственно и удовлетворяет неравенству [8]:

∥z∥2L2(Ω0)
+∥zx∥2L2(Ω0)

+∥zy∥2L2(Ω0)
+∥zyy∥2L2(Ω0)

≤ c∥g∥L2(Ω0)
. (66)

Учитывая
∥∥
cD

α
0xz
∥∥2
L2(Ω0)

≤ c∥g∥L2(Ω0)
(см. [10]) неравенства, из (66) получаем

∥z∥2L2(Ω0)
+∥cDα0xz∥

2
L2(Ω0)

+∥zy∥2L2(Ω0)
+∥zyy∥2L2(Ω0)

≤ c∥g∥L2(Ω0)
. (67)

Используя очевидно равенство

zy(x,0) = zy(x,y)−

∫y
0
zyy(x,t)dt

и неравенства Коши-Буняковского получаем

∥zy(x,0)∥2 L2(0,1) ≤
∫1
0
|zy(x,0)|

2dx=

∫1
0
dy

∫1
0
|zy(x,0)|

2dx≤

≤ ~C
(
∥zy(x,y)∥L2(Ω0)

+∥zyy(x,y)∥L2(Ω0)

)
. (68)

Из (67) и (68) имеем

∥Φ0(x)∥L2(0,1) ≡ ∥zy(x,0)∥2L2(0,1) ≤ c∥g∥
2
L2(Ω0)

.

Поэтому из (45) имеет∥∥τ ′(x)∥∥
L2(0,1)

≤ C∥Φ(x)∥L2(0,1) ≤ C∥g∥0 .
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Отсюда и из свойств решения первой начально-краевой задачи для уравнения
(17) следует, что решение задачи M∗

α принадлежит классу P∗
2 и удовлетворяет

неравенству (15).
Покажем, что найденное решение будет сильным. Так как C10(

�Ω) плотно
в L2(Ω), то для любой функции g ∈ L2(Ω) существует последовательность
функции gn ∈ C10( �Ω) таких, что ∥gn−g∥ → 0, n → 0. Здесь C10(

�Ω)- множество
дифференцируемых в области Ω функции, равные нулю в окрестности ∂Ω (∂Ω-
граница области Ω). Обозначим υn = (L∗1)

−1gn. При gn ∈ C10( �Ω) нетрудно видеть,
что Φn(x) ∈ C1 [0,1]. Здесь υn - классическое решение задачи M∗

α с правой частью
gn. Поэтому уравнение (41) можно рассматривать как интегральное уравнение
Вольтерра второго рода в пространстве C1 [0,1].

Из свойств решение первой краевой задачи для уравнения диффузии дробного
порядка и решение задачи Коши для волнового уравнения, принимая во внимание
представления (20) и (40), получаем, что υn ∈ P∗

1 для всех gn ∈ C10( �Ω).
В силу неравенства (15) имеем

∥υn−υ∥ ≤ C∥gn−g∥→ 0.

Следовательно, {υn} - есть последовательность, отвечающая определению
сильного решения, задача M∗

α- сильно разрешимо для любой правой части g, и
принадлежит классу P∗

2.
Теорема 1 доказана. □

4. Вольтерровость задачи M∗
α

Определение 4. (см. [16]).
1. Пусть S⊂Ω×Ω . Функцию K(P,Q) назовем S−ядром, если K(N,Q) ∈

L2(Ω×Ω) и K(N,Q) = 0 при (N,Q) /∈ S.
2. Открытое множество S ⊂ Ω×Ω назовем множеством типа V , если любое

S−ядро не имеет собственных значений.
3. Если S ⊂Ω×Ω и S1 =Ω×Ω − �S (�S- замыкание S) одновременно являются

множествами типа V, то S назовем максимальным множеством типа V.

4. Пусть S ⊂Ω×Ω . Условимся записывать N1
S→N2 (N2 S→N1), если (N1,N2) ∈

S ((N1,N2) /∈ S).
5. Если S−множество типа V и K(N,Q) - S−ядро, то уравнение y(N) =

λ
∫
DK(N,Q)y(Q)dQ+ f(N) назовем обобщенным уравнением типа Вольтерра. [4]
Лемма 2. (Теорема Нерсесян). Для того чтобы S было множеством

типа V, необходимо и достаточно, чтобы для любого k ≥ 1 из условий
N1

S→N2
S→N3

S→ ...
S→Nk следовало Nk

S←N1. Используя определения 4 и леммы
2 докажем следующую теорему.

Теорема 2. Обратный оператор (L∗1)
−1 задачи M∗

α, определяемый формулой
(16) является вольтерровым.
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Доказательство. Рассмотрим последовательность точек Ni = (xi,yi), i = 1,k.
Пусть для любого k≥ 0 выполняется условие

N1
S−→N2

S−→N3
S−→ ...

S−→Nk. (69)

Тогда при i < j из условия (Ni,Nj) ∈ S следует соотношение

xi > xj, i < j. (70)

Докажем, что из (69) следует условие (Nr,N1) /∈ S. Используя явный вид (57)
ядра K(xk,yk;x1,y1), непосредственным вычислением убеждаемся в том, что для
выполнения условия (70), достаточно, чтобы K(xk,yk;x1,y1) = 0. Значит из (69) для
любого k≥ 1 следует, что (Nk,N1) /∈ S. Следовательно, (57) определяет S- ядро, не
имеющее собственных значений, и оператор L1−1 является вольтерровым.

Теорема 2 доказана. □

Заключение

В последние годы возрос интерес к исследованию краевых задач для
смешанных уравнений с оператором дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля
и Капуто. В работах М. А. Садыбекова [17] и А. С. Бердышева [14] доказана сильная
разрешимость и вольтерровость (отсутствие у нее собственных значений) краевых
задач в области с отходом от характеристики для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа целого порядка. Как известно, исследования по краевым
задачам для уравнения параболо-гиперболического типа дробного порядка не
проводились ранее. Исходя из этого, в данной работе мы исследовали сопряженной
задачи в области c отходом от характеристики для уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа дробного порядка. Установлены классическая,
сильная разрешимость и вольтерровость сопряженной задачи.
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