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Аннотация. В последнее время особый интерес представляют уравнения с частными производными,
содержащими дифференциальный оператор дробного порядка. Подобные уравнения и задачи для них
находят применение в теории вязкой упругости, электрохимии, теории управления, моделировании
эпидемий и пандемий и в других различных областях. Настоящая работа посвящена решению
дифференциальных уравнений, содержащих оператор Бесселя дробной степени. В статье рассматривается
прямое и обратное преобразование Мейера, модифицированное для удобства работы с оператором
Бесселя дробной степени. Для рассматриваемого преобразования Мейера получена свертка. Используя
преобразования Лапласа и Пуассона получены факторизации прямого и обратного преобразований
Мейера. С использованием рассмотренного модифицированного преобразования Мейера находится решение
обыкновенного дифференциального уравнения с оператором Бесселя дробной степени. Рассматривается
нелокальная краевая задача для смешанного параболо-гиперболческого уравнения, содержащего дробной
степени оператор Бесселя. Доказывается, что, при выполнении определенных условий гладкости входных
функций задачи и выполнения условия сопряжения на линии раздела областей гиперболичности и
параболичности, регулярное решение нелокальной краевой задачи для смешанного параболо-гиперболического
уравнения с оператором Бесселя дробной степени существует и единственно.

Ключевые слова: преобразование Мейера, оператор Бесселя дробной степени, обыкновенные
дифференциальные уравнения дробного порядка, дифференциальные уравнения с частными производными
дробного порядка.
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Abstract. Recently, of particular interest are partial differential equations containing a fractional order differential
operator. Similar equations and problems for them find application in the theory of viscous elasticity, electrochemistry,
control theory, modeling of epidemics and pandemics, and in various other areas. The present work is devoted to the
solution of differential equations containing the Bessel operator of fractional degree. The article discusses the direct
and inverse Meyer transforms, modified for the convenience of working with the Bessel operator of a fractional degree.
For the considered Meyer transformation, a convolution is obtained. Using the Laplace and Poisson transformations,
factorizations of the direct and inverse Meyer transformations are obtained. Using the considered modified Meyer
transform, we find a solution to an ordinary differential equation with a Bessel operator of fractional degree. A nonlocal
boundary value problem for a mixed parabolic-hyperbolic equation containing a fractional degree Bessel operator is
considered. It is proved that, under certain conditions of smoothness of the input functions of the problem and the
condition of conjugation on the dividing line of the regions of hyperbolicity and parabolicity, a regular solution of
a nonlocal boundary value problem for a mixed parabolic-hyperbolic equation with a Bessel operator of fractional
degree exists and is unique.
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Введение

Одним из интенсивно развивающихся разделов современной теории
дифференциальных уравнений с частными производными, в силу своей
теоретической и прикладной важности, является теория краевых задач для
уравнений смешанного типа. Давно было замечено [1], что при решении задач для
смешанных уравнений, возникает необходимость использовать аппарат дробных
производных. С другой стороны, в последнее время большой интерес вызывают
задачи для смешанных уравнений с частной дробной производной [2–4]. В данной
статье речь идет о существовании и единственности решений краевой задачи для
смешанного параболо-гиперболического уравнения с дробной степенью оператора
Бесселя.

Для того чтобы исследовать и строить решения смешанных уравнений с
дробными степенями оператора Бесселя нужно сначала определить эти операторы
получить решения простейших обыкновенных дифференциальных уравнений с
ними. Поэтому, прежде всего мы дадим определения некоторых специальных
функций, которые мы будем использовать, затем, приведем интегральные
преобразования Лапласа и Мейера и выпишем формулу их связи посредством
оператора преобразования Пуассона, определим дробные степени оператора
Бесселя и рассмотрим ОДУ и УЧП с дробной степенью оператора Бесселя
и, наконец, рассмотрим задачу для смешанного параболо-гиперболического
уравнения с дробной степенью оператора Бесселя.

Дробные интегралы и производные Бесселя

Рассмотрим оператор Бесселя

(Bγ)y =
d2

dy2
+
γ

y

d

dy
. (1)

Явное определение отрицательной дробной степени оператора Бесселя в
терминах гипергеометрических функций Гаусса с различными приложениями
к УЧП было дано в [5]. В [6] рассмотрены дробные степени гипер-бесселева
оператора, которые включают в себя рассматриваемые в этой статье операторы.

Пусть α> 0, γ> 0. Левосторонний дробный интеграл Бесселя на полуоси
B−αγ,0+ для f∈L[0,∞) определяется формулой

(B−αγ,0+f)(x) = (IBαγ,0+ f)(x) =

=
1

Γ(2α)

x∫
0

(y
x

)γ(x2−y2
2x

)2α−1
2F1

(
α+

γ−1

2
,α;2α;1−

y2

x2

)
f(y)dy. (2)

В (2) 2F1 — гипергеометрическая функция Гаусса, которую можно представить в
виде ряда

2F1(a,b;c;z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)nz
n

(c)nn!
, (p)n = p(p+1) · · ·(p+n−1).

39



ISSN 2079-6641 Дзарахохов А.В., Шишкина Э. Л..

Свойства (2) приведены в [7].
Пусть f∈L[0,∞), IB1−αγ,0+f∈C

2(0,∞) и f ′(0) = 0. При 0 < α < 1 определим
левостороннюю дробную производную Бесселя на полуоси равенством

(Bα
γ,0+f)(x) = (IB1−αγ,0+Bγf)(x) =

=
1

Γ(2(1−α))

x∫
0

(y
x

)γ(x2−y2
2x

)1−2α
2F1

(
1−α+

γ−1

2
,1−α;2(1−α);1−

y2

x2

)
Bγf(y)dy

(3)
В [6] были введены пространства, адаптированные для работы с операторами

вида Bαγ,0+, α ∈ R.
В этой статье мы сначала решим обыкновенное дифференциальное уравнение

с оператором (3), смешанную задачу для уравнения в частных производных с
дробной степенью оператора Бесселя (3), а затем решим задачу для смешанного
параболо-гиперболического уравнения с дробной степенью оператора Бесселя.

Специальные функции и преобразование Мейера

Модифицированная функция Бесселя первого рода или функция Инфельда
имеет вид

Iν(z) =

∞∑
k=0

(
z
2

)2k+ν
k!Γ(k+ν+1)

.

С ее помощью определяется модифицированная функция Бесселя второго рода
или функция Макдональда

Kν(z) =
π

2sinνπ

[
I−ν(z)− Iν(z)

]
. (4)

Двухпараметрическая функция Миттаг-Леффлера определяется рядом:

Eα,β(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(αn+β)
, z ∈ C, α,β ∈ C, Reα > 0, Reβ > 0. (5)

Функция (5) имеет многочисленные приложения, в основном связанные с дробным
исчислением и дробным моделированием.

Функция Фокса–Райта pΨq определяется рядом (см. [8])

pΨq(z) = pΨq

[
(al,αl)1,p
(bj,βj)1,q

∣∣∣∣∣z
]
=

∞∑
k=0

p∏
l=1
Γ(al+αlk)

q∏
j=1
Γ(bj+βjk)

zk

k!
, (6)

z ∈ C, al,bj ∈ C, αl,βj ∈ R, l= 1, ...,p, j= 1, ...,q
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в случае, если этот ряд сходится. Когда удовлетворяется условие

q∑
j=1

βj−

p∑
l=1

αl >−1, (7)

ряд в правой части (6) сходится для любого z ∈ C. В случае

q∑
j=1

βj−

p∑
l=1

αl =−1,

ряд в (6) сходится абсолютно при |z|< δ и при |z|= δ and Reµ > 1
2 , где

δ=

p∏
l=1

|αl|
−αl

q∏
j=1

|βj|
βj ,

µ=

q∑
j=1

bj−

p∑
l=1

al+
p−q

2
.

Для наших целей удобно использовать следующую модификацию
преобразования Мейера

Kγ[f](ξ) =
2

1−γ
2

Γ
(
γ+1
2

) ∞∫
0

x
γ+1
2 Kγ−1

2
(xξ)f(x)dx, (8)

где функция Kγ−1
2
(xξ) определена равенством (4). Пусть f ∈ Lloc1 (R+) и f(t) =

o
(
tβ−

γ
2

)
при t→+0, где β> γ

2 −2 если γ> 1 и β>−1 если γ= 1. Кроме того, пусть

f(t) = 0(eat) при t→ +∞. Тогда преобразование Мейера функции f существует
почти всюду для Reξ > a (см. [9], стр. 94). Класс таких функций обозначим Kγ.

Свертка для преобразования Мейера (8) имеет вид

≪ f∗g≫γ=

=(γ+1)

∞∫
x

τ3−2γ(x2−τ2)
γ−3
2 dτ

τ2/4∫
0

u
γ−1
2 (τ2−4u)

γ−1
2 du

1∫
0

f
(
2
√
uv
)
g

(√
(τ2−4u)(1−v)

)
dv.

(9)
Пусть f,g ∈Kγ. Тогда справедлива формула

Kγ[≪ f∗g≫γ](x) = x
γ−1
2 Γ2

(
γ+1

2

)
Kγ[f](x)Kγ[g](x). (10)

Действительно, рассмотрим двумерное преобразование Лапласа

L{fi}(p,q) =

∞∫
0

∞∫
0

e−px−qyfi(x,y)dxdy, i= 1,2
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и двумерную свертку Лапласа

(f1 ∗ f2)(x,y) =
x∫
0

y∫
0

f1(ξ,η)f2(x−ξ,y−η)dηdξ.

Если L{fi}(p,q), i = 1,2 сходится абсолютно, то и L(f1 ∗ f2) сходится абсолютно.
Запишем

L(f1 ∗ f2) = Lf1 ·Lf2.

Пусть f1 = x
γ−1
2 f
(
2
√
xy
)
, f2 = x

γ−1
2 g

(
2
√
xy
)
, тогда

(f1 ∗ f2)(x,y) =
(
ξ

γ−1
2 f
(
2
√
ξη
)
∗ξ

γ−1
2 g

(
2
√
ξη
))

(x,y) =

=

x∫
0

ξ
γ−1
2 (x−ξ)

γ−1
2 dξ

y∫
0

f
(
2
√
ξη
)
g
(
2
√

(x−ξ)(y−η)
)
dη= {η= yv}=

=

x∫
0

ξ
γ−1
2 (x−ξ)

γ−1
2 dξ

1∫
0

f
(
2
√
ξyv

)
g
(
2
√

(xy−yξ)(1−v)
)
ydv= {yξ= u}=

= y1−γ
xy∫
0

u
γ−1
2 (xy−u)

γ−1
2 du

1∫
0

f
(
2
√
uv
)
g
(
2
√

(xy−u)(1−v)
)
dv= y1−γχ(xy),

где

χ(t) =

t∫
0

u
γ−1
2 (t−u)

γ−1
2 du

1∫
0

f
(
2
√
uv
)
g
(
2
√

(t−u)(1−v)
)
dv.

Будем иметь

L{f1 ∗ f2}(x,y) = L
(
ξ

γ−1
2 f
(
2
√
ξη
)
∗ξ

γ−1
2 g

(
2
√
ξη
))

(x,y) =

=

∞∫
0

∞∫
0

e−xξ−yηξ1−γχ(ξη)dξdη= {ξη= t}=

=

∞∫
0

χ(t)dt

∞∫
0

e−xξ−yt
1
ξξ−γdη= 2

∞∫
0

χ(t)x
γ−1
2 (yt)

1−γ
2 Kγ−1

(
2
√
xyt
)
dt.

Получим

L{f1 ∗ f2}(1,ζ2) = 2ζ1−γ
∞∫
0

χ(t)t
1−γ
2 Kγ−1

(
2ζ

√
t
)
dt= {2

√
t= τ}=

= 2γ−1ζ1−γ
∞∫
0

χ(τ2/4)τ2−γKγ−1 (ζτ)dτ.
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Используя формулу 2.16.3.7 из [10] вида

∞∫
a

x1±ρ(x2−a2)β−1Kρ(cx)dx= 2
β−1aβ±ρc−βΓ(β)Kρ±β(ac), a,c,β > 0,

получим

Kγ−1 (ζτ) =
2

3−γ
2 τ1−γζ

γ−1
2

Γ
(
γ−1
2

) ∞∫
τ

s
γ+1
2 (s2−τ2)

γ−3
2 Kγ−1

2
(ζs)ds

и

L{f1 ∗ f2}(1,ζ2) =
2

γ+1
2 ζ

1−γ
2

Γ
(
γ−1
2

) ∞∫
0

χ(τ2/4)τ3−2γdτ

∞∫
τ

s
γ+1
2 (s2−τ2)

γ−3
2 Kγ−1

2
(ζs)ds=

=
2

γ+1
2 ζ

1−γ
2

Γ
(
γ−1
2

) ∞∫
0

s
γ+1
2 Kγ−1

2
(ζs)ds

∞∫
s

χ(τ2/4)τ3−2γ(s2−τ2)
γ−3
2 dτ=

=
2

γ+1
2 ζ

1−γ
2

Γ
(
γ−1
2

) ·
Γ
(
γ+1
2

)
2

1−γ
2

(Kγ)s

∞∫
s

χ(τ2/4)τ3−2γ(s2−τ2)
γ−3
2 dτ

(ζ) =
= (γ+1)2γ−1ζ

γ−1
2 (Kγ)s

∞∫
s

χ(τ2/4)τ3−2γ(s2−τ2)
γ−3
2 dτ

(ζ) = ζγ−1
2 Kγ[≪ f∗g≫γ](ζ),

где

χ(τ2/4) = 21−γ
τ2/4∫
0

u
γ−1
2 (τ2−4u)

γ−1
2 du

1∫
0

f
(
2
√
uv
)
g

(√
(τ2−4u)(1−v)

)
dv.

Следовательно,
L{f1 ∗ f2}(1,x2) = x

γ−1
2 Kγ[≪ f∗g≫γ](x). (11)

С другой стороны,

L{f1 ∗ f2}(x,y) = L
{
ξ

γ−1
2 f
(
2
√
ξη
)
∗ξ

γ−1
2 g

(
2
√
ξη
)}

(x,y) =

= L
{
x

γ−1
2 f(2

√
xy)
}
·L
{
x

γ−1
2 g(2

√
xy)
}

и

L
{
x

γ−1
2 f(2

√
xy)
}
=

∞∫
0

∞∫
0

e−xξ−yηξ
γ−1
2 f
(
2
√
ξη
)
dξdη= {ξη= t}=

=

∞∫
0

f
(
2
√
t
)
dt

∞∫
0

e−xξ−yt
1
ξξ

γ−3
2 dξ= 2

∞∫
0

f
(
2
√
t
)(ty

x

)γ−1
4

Kγ−1
2

(
2
√
txy
)
dt.
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Пусть x= 1, тогда

L
{
ξ

γ−1
2 f(2

√
ξη)
}
(1,y) = 2

∞∫
0

f
(
2
√
t
)
(ty)

γ−1
4 Kγ−1

2

(
2
√
ty
)
dt= {2

√
t= τ,

√
y= ζ}=

=

∞∫
0

f(τ)

(
τ2ζ2

4

)γ−1
4

Kγ−1
2

(τζ)τdτ=

(
ζ

2

)γ−1
2

∞∫
0

τ
γ+1
2 Kγ−1

2
(τζ)f(τ)dτ=

=
Γ
(
γ+1
2

)
2

1−γ
2

(
ζ

2

)γ−1
2

Kγ[f](ζ) = Γ

(
γ+1

2

)
ζ

γ−1
2 Kγ[f](ζ)

и
L{f1 ∗ f2}(1,x2) = Γ2

(
γ+1

2

)
xγ−1Kγ[f](x)Kγ[g](x). (12)

Приравнивая правые части (11) и (12), получим (10).
Преобразование (8) приспособлено для работы с дробными степенями

оператора Бесселя. А именно [11], пусть 0 < α < 1, f ∈Kγ и f ′(x) ограничена, тогда
при γ ̸= 1

Kγ[B
α
γ,0+f](ξ) = ξ

2αKγ[f](ξ)−ξ
2α−1−γf(0+) (13)

Если кроме f ∈ Kγ и f ′(x) ∼ xβ для любых β > 0 при x→ 0+, то (13) верно и при
γ= 1.

Предварительные результаты

Если 0 < γ < 2, F(ξ) аналитична в полуплоскости Ha = {p ∈ C : Rep ≥ a}, a ≤ 0
и s

γ
2−1F(ξ)→ 0, |ξ|→ +∞ равномерно по args, то для любого числа c, такого, что

c > a существует обратное преобразование K −1
γ , которое имеет вид (см. [9], стр.

94)

K −1
γ [f̂](x) = f(x) =

1

πi

c+i∞∫
c−i∞

f̂(ξ)Iγ−1
2
(xξ)ξ

γ+1
2 dξ. (14)

Формула обращения (14) не удобна для вычислений и имеет условие 0 < γ <
2. Здесь мы представим другую формулу обращения, использующую оператор
преобразования Пуассона.

Чтобы упростить процесс восстановления функции по ее преобразованию
Мейера, мы будем использовать оператор Пуассона вида [12]

Pγ
x f(x) = (Pγ

t f(t))(x) =
2C(γ)

xγ−1

x∫
0

(
x2− t2

)γ
2−1

f(t)dt, C(γ) =
Γ
(
γ+1
2

)
√
πΓ
(γ
2

) . (15)

Левый обратный к (15) при γ > 0 для любой функции H(x) ∈Cn определяется как

(Pγ
x )

−1h(x) =
2
√
πx

Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
m− γ

2

) ( d

2xdx

)m x∫
0

h(z)(x2−z2)m−γ
2−1zγdz, (16)
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где m=
[γ
2

]
+1.

Теорема 1. Для прямого и обратного преобразования Мейера справедливы
следующие факторизации:

Kγ[f](ξ) = g(ξ) =
πξ

γ−1
2

2γΓ2
(
γ+1
2

)(L zγ−1(Pγ
x xf(x))(z))(ξ), (17)

f(x) = K −1
γ [g](x) =

2γΓ2
(
γ+1
2

)
πx

(Pγ
z )

−1
(
z1−γL −1

(
ξ

1−γ
2 g(ξ)

)
(z)
)
(x), (18)

где L — преобразование Лапласа, Pγ — оператор Пуассона (15), (Pγ)−1 —
левый обратный к оператору Пуассона (16).

Доказательство.
Используя представление функции Kν из [13], стр. 190, формула (4) вида

Kν(xξ) =

√
π

Γ
(
ν+ 1

2

) ( ξ
2x

)ν∞∫
x

e−ξz(z2−x2)ν−
1
2dz

и оператор Пуассона (15), можем записать

x
γ+1
2 Kγ−1

2
(xξ) =

√
πxξ

γ−1
2

2
γ−1
2 Γ

(γ
2

) ∞∫
x

e−ξz(z2−x2)
γ
2−1dz

и получить следующее представление преобразования Мейера

Kγ[f](ξ) =
2

1−γ
2

Γ
(
γ+1
2

) ∞∫
0

x
γ+1
2 Kγ−1

2
(xξ)f(x)dx=

=
2

1−γ
2

Γ
(
γ+1
2

) √
πξ

γ−1
2

2
γ−1
2 Γ

(γ
2

) ∞∫
0

f(x)xdx

∞∫
x

e−ξz(z2−x2)
γ
2−1dz=

=
21−γ

√
πξ

γ−1
2

Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(γ
2

) √
πΓ
(γ
2

)
2Γ
(
γ+1
2

) ∞∫
0

zγ−1e−ξz
2Γ
(
γ+1
2

)
zγ−1

√
πΓ
(γ
2

)dz z∫
0

(z2−x2)
γ
2−1f(x)xdx=

=
πξ

γ−1
2

2γΓ2
(
γ+1
2

) ∞∫
0

zγ−1e−ξz(Pγ
x xf(x))(z)dz=

=
πξ

γ−1
2

2γΓ2
(
γ+1
2

) (L zγ−1(Pγ
x xf(x))(z))(ξ). (19)

Таким образом, мы получили (17). Применяя последовательно обратные
операторы, получим (18). □
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Теорема 2. Справедлива формула

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

=
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

xβ−
γ+3
2 2Ψ2

 (
γ+1
4 + β

2 ,α
)
,(1,1)(

1−γ
4 + β

2 ,α
)
,
(
β+ γ−1

2 ,2α
) ∣∣∣∣∣∣λx2α

 . (20)

Доказательство. Используя формулу (18), найдем K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x):

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

2γΓ2
(
γ+1
2

)
πx

(Pγ
z )

−1

(
z1−γL −1

(
ξ2α−

γ−1
2 −β

ξ2α−λ

)
(z)

)
(x).

Справедлива формула (см. [14], стр. 47, формула 1.9.13):

L −1

(
ξ2α−

γ−1
2 −β

ξ2α−λ

)
(x) = xβ+

γ−1
2 −1E

2α,β+γ−1
2
(λx2α). (21)

Будем иметь

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

2γΓ2
(
γ+1
2

)
πx

(Pγ
z )

−1
(
zβ−

γ+1
2 E

2α,β+γ−1
2
(λz2α)

)
(x) =

=
2γΓ2

(
γ+1
2

)
πx

2
√
πx

Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
m− γ

2

) ( d

2xdx

)m x∫
0

zβ+
γ−1
2 E

2α,β+γ−1
2
(λz2α)(x2−z2)m−γ

2−1dz.

Функция Миттаг–Леффлера имеет вид (5), тогда

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

2γΓ2
(
γ+1
2

)
πx

2
√
πx

Γ
(
γ+1
2

)
Γ
(
m− γ

2

) ( d

2xdx

)m ∞∑
n=0

λn

Γ
(
2αn+β+ γ−1

2

)×
×
x∫
0

z2αn+β+
γ−1
2 (x2−z2)m−γ

2−1dz.

Для интеграла имеем

x∫
0

z2αn+β+
γ−1
2 (x2−z2)m−γ

2−1dz=
Γ
(
m− γ

2

)
Γ
(
1
4(4nα+2β+γ+1)

)
xβ−

γ
2+2m+2αn−3

2

2Γ
(
m+nα+ β

2 −
γ
4 +

1
4

) ,

следовательно,

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

=
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

(
d

2xdx

)m ∞∑
n=0

λn

Γ
(
2αn+β+ γ−1

2

) Γ
(
nα+ β

2 +
γ+1
4

)
xβ−

γ+3
2 +2αn+2m

Γ
(
m+nα+ β

2 +
1−γ
4

) .
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Поскольку для любого µ(
d

2xdx

)m
xµ+2m =

Γ
(µ
2 +m+1

)
Γ
(µ
2 +1

) xµ,

то (
d

2xdx

)m
xβ−

γ+3
2 +2αn+2m =

Γ
(
β
2 +

1−γ
4 +αn+m

)
Γ
(
β
2 +

1−γ
4 +αn

) xβ−
γ+3
2 +2αn

и

K −1
γ

[
ξ2α−β

ξ2α−λ

]
(x) =

2γΓ
(
γ+1
2

)
√
π

xβ−
γ+3
2

∞∑
n=0

Γ
(
nα+ β

2 +
γ+1
4

)
λnx2αn

Γ
(
2αn+β+ γ−1

2

)
Γ
(
nα+ β

2 +
1−γ
4

) =

=
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

xβ−
γ+3
2 2Ψ2

 (
γ+1
4 + β

2 ,α
)
,(1,1)(

1−γ
4 + β

2 ,α
)
,
(
β+ γ−1

2 ,2α
) ∣∣∣∣∣∣λx2α

 .
□

Решение задачи для обыкновенного дифференциального
уравнения с дробной степенью оператора Бесселя

Теорема 3. Пусть 0 < α < 1, g ∈ Lloc(0,∞), существуют такие константы
C и ℓ, что |g(x)| < Ce2ℓx при x→∞ и lim

x→0+g(x) = g(0+) <∞. Тогда решение
уравнения

(Bα
γ,0+)xf(x)−λf(x) = g(x), λ ∈ R (22)

при f(0+) = C имеет вид

f(x) =≪Gαγ(λ,x)∗g(x)≫γ +C
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣λx2α
]
,

где ≪ ·∗ · ≫γ определяется формулой (9),

Gαγ(λ,x) =
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

x2α−
γ+3
2 2Ψ2

 (
γ+1
4 +α,α

)
,(1,1)(

1−γ
4 +α,α

)
,
(
2α+ γ−1

2 ,2α
) ∣∣∣∣∣∣λx2α

 . (23)

Доказательство. Применим к обеим частям (22) преобразование Мейера,
получим (

ξ2α−λ
)

Kγ[f](ξ) = Kγ[g](ξ)+ξ
2α−1−γf(0+),

следовательно, можем записать

f(x) = K −1
γ

[
Kγ[g](ξ)+Cξ

2α−1−γ

ξ2α−λ

]
(x) =
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= K −1
γ

[
Kγ[g](ξ)

ξ2α−λ

]
(x)+CK −1

γ

[
ξ2α−1−γ

ξ2α−λ

]
(x).

Используя формулу (20), найдем K −1
γ

[
ξ2α−1−γ

ξ2α−λ

]
(x):

K −1
γ

[
ξ2α−1−γ

ξ2α−λ

]
(x) =

2γΓ
(
γ+1
2

)
√
π

x
γ−1
2 2Ψ2

 (
3γ+3
4 ,α

)
,(1,1)(

γ+3
4 ,α

)
,
(
3γ+1
2 ,2α

) ∣∣∣∣∣∣λx2α
 .

Пусть
1

ξ2α−λ
= Kγ[G

α
γ(λ,x)](ξ),

тогда

f(x) =≪Gαγ(λ,x)∗g(x)≫γ +C
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

x
γ−1
2 2Ψ2

 (
3γ+3
4 ,α

)
,(1,1)(

γ+3
4 ,α

)
,
(
3γ+1
2 ,2α

) ∣∣∣∣∣∣λx2α
 ,

где

Gαγ(λ,x) = K −1
γ

[
1

ξ2α−λ

]
(x),

а ≪ ·∗ · ≫γ — свертка Мейера (9). Применяя формулу (20), найдем Gαγ(λ,x):

Gαγ(λ,x)=K −1
γ

[
1

ξ2α−λ

]
(x)=

2γΓ
(
γ+1
2

)
√
π

x2α−
γ+3
2 2Ψ2

 (
γ+1
4 +α,α

)
,(1,1)(

1−γ
4 +α,α

)
,
(
2α+ γ−1

2 ,2α
) ∣∣∣∣∣∣λx2α

 .
□

Решение смешанных задач для параболических уравнений с
дробной степенью оператора Бесселя

Рассмотрим теперь решение задач для уравнения (Bα
γ,0+)yu= uxx, где Bα

γ,0+ —
левосторонняя дробная производная Бесселя на полуоси (3).

Теорема 4. Пусть 0 < α < 1/2, функция τ ∈ C4([0,l]) и финитная на [0,l].
Тогда при любом T > 0 функция

u(x,y) =

=
2

l

∞∑
k=1

sin

(
kπ

l
x

)
2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

] l∫
0

τ(z)sin

(
kπ

l
z

)
dz. (24)

является решением задачи

(Bα
γ,0+)yu= uxx, (25)

u(x,0) = τ(x), uy(x,0) = 0, u(0,y) = u(l,y) = 0. (26)
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Ряд (24) равномерно сходится при 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ T , его сумма u(x,y), а
также производные (Bα

γ,0+)yu, uxx непрерывны при x≤ x≤ l, 0≤ y≤ T .
Доказательство. Будем искать частные решения вида U(x,y) = X(x)Y(y).

Подставим U(x,y) в уравнение (Bα
γ,0+)yu= uxx, получим

X(x)(Bα
γ,0+)yY(y) = X

′′(x)Y(y)

или
(Bα

γ,0+)yY(y)

Y(y)
=
X ′′(x)

X(x)
= λ.

Задача Штурма-Лиувилля

X ′′(x) = λX(x), X(0) = X(l) = 0, (27)

которая имеет решение

Xk(x) = sin

(
kπ

l
x

)
, k= 1,2, ...

Пусть µk = kπ
l , λ=−µ2k, тогда для каждого µk уравнение

(Bα
γ,0+)yY(y)+µ

2
kY(y) = 0,

общее решение которого при 0 < α≤ 1 имеет вид (см. Теорему при g= 0)

Yk(y) = Ck 2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

]
.

При этом Yk(0) = 1, Y ′
k(0) = 0.

Тогда все решения, которые удовлетворяют уравнению (Dα0+)yu = uxx и
однородным граничным условиям u(0,y) = u(l,y) = 0 имеет вид

uk(x,y) = Ck sin

(
kπ

l
x

)
2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

]
, k= 1,2, ...

Следовательно, решение u(x,y) можно записать в виде ряда

u(x,y) =

∞∑
k=1

Ck sin

(
kπ

l
x

)
2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

]
. (28)

Поскольку

2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

]∣∣∣∣∣
y=0

= 1,

то из (31), получаем

u(x,0) =

∞∑
k=1

Ck sin

(
kπ

l
x

)
= τ(x), x ∈ [0,l], y ∈ [0,T ],
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где Ck — коэффициенты Фурье функции τ(x) при разложении ее в ряд по
собственным функциям {sin(µkx)} задачи (27). Тогда

Ck =
2

l

l∫
0

τ(z)sin(µkz)dz.

Пусть τ ∈ C4([0,l]) и финитная на [0,l], тогда Ck = O
(
1
k4

)
и все ряды сходятся

равномерно. Поскольку Eα,1 целая и ряд (28) можно почленно дифференцировать
по x до второй производной и по y применять дробную производную CDα0+ при
0 < α≤ 1, оценивая сверху одним из сходящихся числовых рядов

∞∑
k=1

|Ck|,

∞∑
k=1

k|Ck|,

∞∑
k=1

k2|Ck|,

то ряд (28) сходится равномерно и является решением задачи (25)–(26). □
Теорема 5. Пусть 0 < α < 1/2, функция τ(x) ∈C4([0,l]) и финитная на [0,l],

φ0(y),φ1(y) ∈ C4([0,T ]) и финитные на [0,T ]. Тогда при любом T > 0 функция

u(x,y) =

∞∑
k=1

sin

(
kπ

l
x

)
≪Gαγ(−k

2π2/l2,y)∗2kπ/l2[φ0(y)−(−1)kφ1(y)]≫γ +,

+
2γ−1Γ

(
γ+1
2

)
l
√
π

∞∑
k=1

sin

(
kπ

l
x

)
2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣− k2π2l2 y2α

]
×

×
l∫
0

τ(x)sin

(
kπ

l
x

)
dx (29)

является решением задачи

(Bα
γ,0+)yu= uxx, x ∈ [0,l], y ∈ [0,T ] (30)

u(x,0) = τ(x), x ∈ [0,l], y ∈ [0,T ] (31)

u(0,y) =φ0(y), u(l,y) =φ1(y), y ∈ [0,T ]. (32)

Здесь Gαγ(λ,y) находится по формуле (23), ≪ ·∗ · ≫γ определяется формулой
(9) Ряд (29) равномерно сходится при 0≤x≤l, 0≤y≤T , его сумма u(x,y), а
также производные (Bα

γ,0+)yu, uxx непрерывны при 0≤x≤l, 0≤y≤T .
Доказательство. Решение задачи (30)–(32) будем искать в виде ряда

u(x,y) =

∞∑
k=1

Yk(y)sin

(
kπ

l
x

)
, (33)

где

Yk(y) =
2

l

l∫
0

u(x,y)sin

(
kπ

l
x

)
dx. (34)
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Интегрируя Yk(y) два раза по частям, получим

Yk(y) =
2

πk
[u(0,y)−(−1)ku(l,y)]−

2l

k2π2

l∫
0

uxx(x,y)sin

(
kπ

l
x

)
dx.

Так как u(x,y) удовлетворяет уравнению (30) и граничным условиям (32), то

Yk(y) =
2

πk
[φ0(y)−(−1)kφ1(y)]−

2l

k2π2

l∫
0

(Bα
γ,0+)yu(x,y)sin

(
kπ

l
x

)
dx.

Применим теперь к (34) дробную производную (Bα
γ,0+)y, получим

l∫
0

(Bα
γ,0+)yu(x,y)sin

(
kπ

l
x

)
dx=

l

2
(Bα

γ,0+)yYk(y),

что дает уравнение для Yk(y):

(Bα
γ,0+)yYk(y)+

k2π2

l2
Yk(y) =

2kπ

l2
[φ0(y)−(−1)kφ1(y)].

Его решение имеет вид (см. Теорему ):

Yk(y) =≪Gαγ(λ,y)∗
2kπ

l2
[φ0(y)−(−1)kφ1(y)]≫γ +

+
2γΓ

(
γ+1
2

)
√
π

Ck 2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣λy2α
]
,

где λ=−k2π2

l2
, ≪ ·∗ · ≫γ определяется формулой (9), Ck = Yk(0).

Чтобы удовлетворить начальному условию (31), потребуем выполнения
равенства

u(x,0) =

∞∑
k=1

Yk(0)sin

(
kπ

l
x

)
= τ(x),

тогда

Yk(0) = Ck =
2

l

l∫
0

τ(x)sin

(
kπ

l
x

)
dx.

Подставляя найденные значения в (33), получим (29). Непрерывность u(x,y) и всех
необходимых производные обосновывается также как в Теореме .

□
Теперь, когда у нас есть инструмент для решения дифференциальных

уравнений с дробным оператором Бесселя мы переходим к решению смешанных
уравнений с таким оператором.
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Решение задачи для смешанного дифференциального
уравнения в частных производных с дробной степенью
оператора Бесселя

Пусть 0<α< 1/2. Рассмотрим смешанное параболо-гиперболическое уравнение
с дробной степенью оператора Бесселя

0=

{
uxx−(Bα

γ,0+)yu, y > 0,

uxx−uyy, y < 0
(35)

в односвязной области D плоскости переменных x,y, ограниченной отрезками AA0
прямой x= 0, A0B0 прямой x= 1, y= 1 и действительными характеристиками при
y < 0 AC : x+y = 0, BC : x−y = 1 уравнения (35), выходящими из точек A(0,0),
B(1,0). Пусть D=D1∪D2, где D1 — параболическая часть области D, y > 0, а D2
— гиперболическая часть области D, y < 0. Пусть 0 < α < 1/2, I = {(x,y) ∈ R2 : 0 <
x < 1,y= 0}.

Решение уравнения (35) u = u(x,y) будем называть регулярным в области D,
если u ∈ C(D1), uy ∈ C(D1∪ I), uxx ∈ C(D1), u ∈ C(D2)∪C2(D2).

Для уравнения (35) поставим задачу.
Задача 1. Найти регулярное в D решение u(x,y) уравнения (35),

удовлетворяющее условиям

u(0,y) =φ0(y), u(1,y) =φ1(y), y > 0, (36)

au
(x
2
,−
x

2

)
+bu

(
x+1

2
,
x−1

2

)
=ψ1(x), 0≤ x≤ 1. (37)

Кроме того, на линии y= 0 выполняются условия сопряжения

lim
y→+0

u(x,y) = lim
y→−0

u(x,y), (38)

lim
y→+0

(Bα
γ,0+)yu(x,y) = lim

y→−0
uy(x,y) = 0, (39)

где φ0(y), φ1(y), ψ1(x) — заданные функции, a, b — заданные вещественные
постоянные, a2+b2>0.

Условие (39) является необходимым, чтобы найденное решение было
непрерывным. Оно возникает из того, что оператор Бесселя является сингулярным
оператором: (Bγ)y = ∂2

∂y2
+ γ
y
∂
∂y .

Теорема 6. Если τ(x) ∈C4([0,1]) и финитная на [0,1], φ0(y),φ1(y) ∈C4([0,T ])
и финитные на [0,1] и выполнено условие

a2 lim
y→+0

φ0(y)−b
2 lim
y→+0

φ1(y) = aψ1(0)−bψ1(1), (40)

то задача 1 имеет единственное решение.

Доказательство. Предположим, что существует решение u(x,y) задачи 1. При
0 < α < 1/2 введем обозначения

τ(x) = lim
y→+0

u(x,y), x ∈ [0,1]. (41)
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ν(x) = lim
y→+0

(Bα
γ,0+)yu(x,y), x ∈ (0,1). (42)

Тогда из uxx = (Bα
γ,0+)yu получим

ν(x) = τ ′′(x). (43)

По условиям задачи запишем

τ(0) = lim
y→+0

φ0(y) =ψ1(0), τ(1) = lim
y→+0

φ1(y) = φ̃1. (44)

Решение задачи Коши

uxx−uyy = 0, y < 0,

lim
y→−0

u(x,y) = τ(x), lim
y→−0

uy(x,y) = ν(x)

имеет вид

u(x,y) =
τ(x+y)+τ(x−y)

2
−
1

2

x−y∫
x+y

ν(ξ)dξ. (45)

Из условия (37) получаем

a

2

τ(0)+τ(x)− x∫
0

ν(ξ)dξ

+
b

2

τ(1)+τ(x)− 1∫
x

ν(ξ)dξ

=ψ1(x).

Дифференцируя это равенство по x, будем иметь

(a+b)τ ′(x)−(a−b)ν(x) = 2ψ ′
1(x). (46)

Выражая ν(x) из (46), получим

ν(x) =
a+b

a−b
τ ′(x)−

2

a−b
ψ ′
1(x). (47)

Для доказательства единственности задачи 1, рассмотрим однородные условия
φ0(y)≡ 0, φ1(y)≡ 0, ψ1(x)≡ 0. Тогда τ(0) = 0, τ(1) = φ̃1 = 0. Покажем, что τ(x)≡ 0.
При ψ1(x)≡ 0 запишем равенство (47) в виде

ν(x) =
a+b

a−b
τ ′(x).

Тогда
1∫
0

τ(ξ)ν(ξ)dξ=
a+b

a−b

1∫
0

τ(ξ)τ ′(ξ)dξ=

= 2
a+b

a−b

1∫
0

[τ2(ξ)] ′dξ= 2
a+b

a−b
(τ2(1)−τ2(0)) = 0. (48)
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Умножая (43) на τ(x) и интегрируя от 0 до 1, запишем

1∫
0

τ(ξ)ν(ξ)dξ=
1

Γ(α+1)

1∫
0

τ(ξ)(τ ′′(ξ))2dξ=−
1

Γ(α+1)

1∫
0

(τ ′(ξ))2dξ= 0, (49)

следовательно, τ(x) = const, а поскольку τ(0) = 0, то τ(x)≡ 0. Из (43) тогда и ν≡ 0.
Отсюда и из (45) заключаем, что u(x,y)≡ 0 вD2 при φ0(y)≡ 0, φ1(y)≡ 0, ψ1(x)≡ 0.

В области D1 решение задачи

(Bα
γ,0+)yu= uxx,

u(0,y) =φ0(y), u(1,y) =φ1(y),

u(x,0) = τ(x), x ∈ [0,1],

имеет вид (см. (29))

u(x,y) =

∞∑
k=1

sin(kπx)≪Gαγ(−k
2π2,y)∗2kπ[φ0(y)−(−1)kφ1(y)]≫γ +

+
2γ+1Γ

(
γ+1
2

)
√
π

∞∑
k=1

sin(kπx) 2Ψ2

[ (γ
2 +1,α

)
,(1,1)

(1,α) ,(γ+1,2α)

∣∣∣∣∣−k2π2x2α
] 1∫
0

τ(s)sin(kπs)ds.

(50)
Из этого представления решения следует, что при φ0(y) = φ1(y) = τ(x) ≡ 0

в области D1 решение u(x,y) ≡ 0. Значит, однородная задача имеет только
тривиальное решение, следовательно, если решение задачи существует, то оно
единственно.

Докажем существование решения. Функцию ν из (43) подставим в (46), получим

τ ′′(x)−
a+b

a−b
τ ′(x) = −

2

a−b
ψ ′
1(x).

Из свойств функции ψ1(x) следует существование решения этого уравнения при
условиях (44) вида

τ(x) = −
2

a+b

1∫
0

G(x,ξ)ψ ′
1(ξ)dξ+Gξ(x,1)φ̃1−Gξ(x,0)ψ1(0),

G(x,ξ) =

{
(epx−ep)(1−e−pξ)

ep−1 , если 0≤ ξ≤ x;
(epx−1)(1−ep(1−ξ))

ep−1 , если x≤ ξ≤ 1,

Gξ(x,1) =
epx−1

ep−1
, Gξ(x,0) =

epx−ep

ep−1
.

После нахождения τ из (43) находится ν и регулярное в D решение u(x,y) строится
по формулам (45) и (50).

□
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Заключение

За последние десятилетия многие математики исследовали различные
задачи для уравнений смешанного типа. Интенсивно проводились исследования
уравнений параболо-гиперболического и гиперболо-эллиптического типов. При
решении задач для таких уравнений, как правило, решения для каждого
из двух уравнений известны. Основной интерес составляет доказательство
существования и единственности решения. Методы доказательства однозначной
разрешимости таких задач основаны на методах дробного дифференцирования,
теории специальных функций, уравнений Вольтерра и Фредгольма и одномерных
сингулярных уравнений.

В последние годы все большую популярность приобретает изучение
нового класса уравнений, а именно смешанных уравнений с различными
дробными степенями дифференциальных операторов. В этой работе мы изучили
двухточечную задачу для смешанного параболо-гиперболического уравнения
с дробной степенью оператора Бесселя. При решении этой задачи возникли
существенные сложности, связанные с отсутствием математического аппарата
для работы с дробной степенью оператора Бесселя. Поэтому предварительно
была получена свертка для преобразования Мейера, решены обыкновенное
дифференциальное уравнения и смешанные задачи для параболических уравнений
с дробной степенью оператора Бесселя. После предварительной работы была
доказана однозначная разрешимость двухточечной задачи для смешанного
параболо-гиперболического уравнения с дробной степенью оператора Бесселя в
смысле классического и сильного решений.
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