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Аннотация. В данной работе для уравнения в частных производных четвертого порядка в
прямоугольной области рассмотрена нелокальная обратная задача по поиску неизвестной правой
части, которая зависит от одной переменной. Собственные функции и присоединенные функции
соответствующей спектральной задачи, и их биортогональные функции полны и образуют базис
Рисса в пространстве L2(0,1). Установлены критерии единственности и существования решения
рассматриваемой нелокальной обратной задачи для уравнения четвертого порядка. Единственность
решения нелокальной обратной задачи вытекает из полноты системы биортогональных функций.
Решение задачи построено в виде суммы ряда по собственным и присоединенным функциям,
соответствующей спектральной задачи. Установлены достаточные условия на граничные функции,
которые гарантируют теоремы существования и устойчивости решения рассматриваемой задачи. В
замкнутой области показана абсолютная и равномерная сходимость найденного решения обратной
задачи в виде ряда, а также рядов, полученных почленным дифференцированием по t и x

соответственно два и четыре раза, в зависимости от гладкости функции заданными начальными
условиями. При этом возникают малые знаменатели, затрудняющие сходимость этих рядов. Доказано,
что в зависимости от размера области, множество ненулевых решений выражения в знаменателе не
пусто. А также, показано, что если этот знаменатель равен нулю, то данная задача будет иметь
нетривиальное решение при однородных условиях. Доказана также, устойчивость решения обратной
задачи по нормам пространств L2, Wn

2 и C(Ω±), относительно изменения входных данных.
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Abstract. In this paper, we consider a nonlocal inverse problem of finding an unknown right-hand side with
one variable for a fourth-order partial differential equation in a rectangular domain. The eigenfunctions and
associated functions of the corresponding spectral problem and its biorthogonal functions are complete and
form a Riesz basis in the space L2(0,1). Criteria for the uniqueness and existence of a solution to the considered
nonlocal inverse problem for a fourth-order equation are established. The uniqueness of the solution of the
nonlocal inverse problem follows from the completeness of the system of biorthogonal functions. The solution
of the problem is constructed as the sum of a series in terms of eigenfunctions and associated functions of
the corresponding spectral problem. Sufficient conditions are established for the boundary functions that
guarantee existence and stability theorems for the solution of the problem under consideration. In a closed
domain, absolute and uniform convergence of the found solution of the inverse problem is shown in the form
of a series, as well as series obtained by term-by-term differentiation with respect to t and x two and four
times, respectively, depending on the smoothness of the function given the initial conditions. In this case,
small denominators arise, which hinder the convergence of these series. It is proved that, depending on the
size of the domain, the set of non-zero solutions of the expression in the denominator is not empty. And also,
it is shown that if this denominator is equal to zero, then this problem will have a non-trivial solution under
homogeneous conditions. It is also proved that the solution of the inverse problem is stable in the norms of
the spaces L2, Wn

2 and C(Ω±) with respect to changes in the input data.
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Введение

Математические моделирование многих процессов, происходящих в
реальном мире, например, некоторые задачи геофизики, аэродинамики,
экологии, сейсмологии, диагностики в медицине, компьютерной томографии,
неразрушающего контроля и дефектоскопии, георадиолокации, приводят к
изучению обратных задач [11].

Исследование краевых задач для уравнений в частных производных высоких
порядков играют важную роль, в частности, многие научно-практические
исследования, приводят к краевым задачам для уравнений в частных производных
четвертого порядка. Например, изучение задачи динамики одномерных течений,
динамики сжимаемой экспоненциально стратифицированной жидкости, задачи
распространения волн в диспергирующих средах, задачи изгиба тонких пластинок,
поперечные колебания стержня и балок и другие, сводятся к решению краевых
задач для уравнения четвертого порядка.

В монографии [4] изучены вопросы классификации и приведения к
каноническому виду линейных дифференциальных уравнений с частными
производными четвертого порядка. В работе [1] рассмотрена разрешимость и
спектральные свойства краевых задач для уравнений четвертого порядка. В
[13, 14] исследованы коэффициентные обратные задачи для дифференциальных
уравнений четвертого порядка в прямоугольной области. Изучение краевых задач
для уравнения четвертого порядков рассматривались в работах [2, 22,23].

В данной работе рассмотрены обратные краевые задачи для уравнения
четвертого порядка с нелокальными условиями. Корректность краевых задач
для уравнений с частными производными четвертого порядка, устанавливается
доказательством существования и единственности решения. Данная работа
отличается от работ [13, 14], так как, здесь исследуется обратная задача для
уравнения четвертого порядка с неизвестными правыми частями.

Такие обратные задачи для уравнений второго порядка исследованы в работах
[3], [5]- [10], [12], [15]- [20], [25], [26]. В [3] изучены коэффициентные обратные
задачи и обратные задачи, в которых определены краевые и начальные условий
для обыкновенных дифференциальных уравнений и для уравнений с частными
производными. А в [5] исследованы некорректные задачи и коэффициентные
обратные задачи для уравнений с частными производными второго порядка.
В работах [17]- [20] установлены критерий единственности решения задачи и
решения этих задач построено в виде суммы ряда Фурье по собственным функциям
соответствующей одномерной задачи на собственные значения.

Подстановка задачи

В области Ω= {(x,t) : 0 < x < 1, −α < t < β} рассмотрим уравнение

Lu≡ uxxxx (x,t)− sgnt ·utt (x,t) = f(x) . (1)

11
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Задача 1. Найти функцию u(x,t) и f(x), удовлетворяющие следующим
условиям:

u(x,t) ∈ C3,1x,t
(
Ω
)
∩C4,2x,t (Ω+∪Ω−) , (2)

f(x) ∈ C(0,1)∩L2 [0,1] , (3)

Lu(x,t)≡ f(x) , (x,t) ∈Ω+∪Ω− (4)

u(0,t) = 0, ux (0,t) = ux (1,t) , uxx (1,t) = 0, uxxx (0,t) = uxxx (1,t) , −α≤ t≤ β, (5)

u(x, β) =φ(x) , u(x,−α) =ψ(x) , ut (x,−α) = η(x) , 0≤ x≤ 1, (6)

где Ω+ = Ω ∩ {t > 0} ,Ω− = Ω ∩ {t < 0} и φ(x) ,ψ(x) ,η(x) — заданные
достаточно гладкие функции, причем φ(0) = 0,φ ′ (0) = φ ′ (1) , φ ′′ (1) = 0,

φ ′′′ (0) = φ ′′′ (1) , ψ(0) = 0,ψ ′ (0) = ψ ′ (1) ,ψ ′′ (1) = 0,ψ ′′′ (0) = ψ ′′′ (1) ,η(0) = 0,

η ′ (0) = η ′ (1) ,η ′′ (1) = 0.

Система функций

X0 (x) = 2x, X1k (x) = 2sinλkx, X2k (x) =
eλkx−eλk(1−x)

eλk −1
+ cosλkx (7)

и биортогональная с ней система функций

Y0 (x) = 1, Y1k (x) =
eλkx+eλk(1−x)

eλk −1
+ sinλkx, Y2k (x) = 2cosλkx,

λk = 2πk, k= 1,2, ...

(8)

образуют базис Рисса в L2 (0, 1) [24].

Единственность и существование решения задачи

Пусть u(x,t) и f(x) решение задачи (12)-(16). Рассмотрим функцию

u0 (t) =

1∫
0

u(x,t)Y0 (x)dx (9)

ui,k (t) =

1∫
0

u(x,t)Yik (x)dx, i= 1, 2; k= 1,2, .... (10)

На основе (21) и (22) введем следующие функции

u0,ε (t) =

1−ε∫
ε

u(x,t)Y0 (x)dx, uik,ε (t) =

1−ε∫
ε

u(x,t)Yik (x)dx, i= 1, 2; k= 1,2, ..., (11)

12
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где ε – достаточно малое число. Дифференцируя функции (23) по t два раза,
учитывая уравнение (11), имеем

u ′′
0,ε (t) =

1−ε∫
ε

[uxxxx (x,t)− f(x)]Y0 (x)dx, t > 0,

u ′′
0,ε (t) =

1−ε∫
ε

[f(x)−uxxxx (x,t)]Y0 (x)dx, t < 0,

u ′′
ik,ε (t) =

1−ε∫
ε

[uxxxx (x,t)− f(x)]Yik (x)xdx, t > 0,

u ′′
ik,ε (t) =

1−ε∫
ε

[f(x)−uxxxx (x,t)]Yik (x)dx, t < 0.

В этих равенствах вычисляя интегралы правой части, учитывая условий (15), и
переходя к пределу при ε→ 0, имеем

u ′′
0 (t) = −f0, t > 0,

u ′′
0 (t) = f0, t < 0,

(12)

u ′′
ik (t)−λ

4
kuik (t) = −fik, t > 0,

u ′′
ik (t)+λ

4
kuik (t) = fik, t < 0,

(13)

где

f0 =

1∫
0

f(x)Y0 (x)dx, fik =

1∫
0

f(x)Yik (x)dx. (14)

Дифференциальные уравнения (24), (25) имеют общие решения

u0 (t) =


−f0

t2

2
+a0t+b0, t > 0,

f0
t2

2
+c0t+d0, t < 0,

(15)

uik (t) =


aike

λ2kt+bike
−λ2kt+

fik

λ4k
, t > 0,

cik cosλ
2
kt+dik sinλ

2
kt+

fik

λ4k
, t < 0,

(16)

где a0, b0, c0,d0,aik, bik, cik и dik – произвольные постоянные, k ∈N. По условию
функция u(x,t) принадлежит классу (12), тогда для функций (27) и (28)
выполнены равенства

u0 (0−0) = u0 (0+0) , u
′
0 (0−0) = u

′
0 (0+0) ,

uik (0−0) = uik (0+0) , u
′
ik (0−0) = u

′
ik (0+0) .

(17)

13
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Функции (27)-(28) удовлетворяет условиям (29) тогда и только тогда, когда

c0 = a0+b0, d0 = a0−b0,

cik = aik+bik, dik = aik−bik.

Тогда (27)-(28) примет вид

u0 (t) =


−f0

t2

2
+a0t+b0, t > 0,

f0
t2

2
+a0t+b0, t < 0,

(18)

uik (t) =


aike

λ2kt+bike
−λ2kt+

fik

λ4k
, t > 0,

(aik+bik)cosλ
2
kt+(aik−bik)sinλ

2
kt+

fik

λ4k
, t < 0.

(19)

Теперь для нахождения неизвестных коэффициентов a0, b0, f0, aik, bik и fik
используем условия (16) и формулы (21)-(22), которые переходят в:

u0 (β) =φ0, u0 (−α) =ψ0, u
′
0 (−α) = η0,

uik (β) =φik, uik (−α) =ψik, u
′
ik (−α) = ηik,

(20)

где

φ0 =

1∫
0

φ(x)Y0 (x)dx, ψ0 =

1∫
0

ψ(x)Y0 (x)dx,

η0 =

1∫
0

η(x)Y0 (x)dx,

φik =

1∫
0

φ(x)Yik (x)dx, ψik =

1∫
0

ψ(x)Yik (x)dx, (21)

ηik =

1∫
0

η(x)Yik (x)dx. (22)

Удовлетворяя функцию (18)-(19) условиям (20), получим систему уравнений
−f0

β2

2
+a0β+b0 =φ0,

f0
α2

2
−a0α+b0 =ψ0,

f0α+a0 = η0,

(23)

14
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aike
λ2kβ+bike

−λ2kβ+
fik

λ4k
=φik,

(aik+bik)cosλ
2
kα−(aik−bik)sinλ

2
kα+

fik

λ4k
=ψik,

(aik+bik)sinλ
2
kα+(aik−bik)cosλ

2
kα=

ηik

λ2k
.

(24)

Определители ∆0 (α,β) , ∆k (α,β) систем (23) и (24) равны соответственно

∆0 (α,β) = −αβ−
α2

2
+
β2

2
,

�∆k (α,β) =
2

λ4k
∆k (α,β) =

2

λ4k

[
cosλ2kα ·chλ2kβ− sinλ2kα · shλ2kβ−1,

]
Если

∆0 (α,β) ̸= 0, (25)

при всех k ∈N
∆k (α,β) ̸= 0, (26)

то эти системы имеет единственное решение

a0 =
1

2∆0 (α,β)

[
2α(−φ0+ψ0)+η0

(
α2+β2

)]
,

b0 =
1

2∆0 (α,β)

[
−α2 (φ0+βη0)+β

2 (αη0+ψ0)−2αβψ0

]
,

f0 =
1

∆0 (α,β)
[η0 (α+β)−φ0+ψ0] , (27)

aik =
1

2λ2k∆k (α,β)

[
λ2kφik

(
cosλ2kα− sinλ2kα

)
+λ2kψik

(
sinλ2kα− cosλ2kα

)
+

+ηik

(
−sinλ2kα− cosλ2kα+e

−λ2kβ
)]
,

bik =
1

2λ2k∆k (α,β)

[
λ2kφik

(
sinλ2kα+ cosλ2kα

)
−λ2kψik

(
sinλ2kα+ cosλ2kα

)
+

+ηik

(
−sinλ2kα+ cosλ2kα−e

λ2kβ
)]
,

fik =
λ2k

∆k (α,β)

[
−λ2kφik+λ

2
kψik

(
−sinλ2kα · shλ2kβ+ cosλ2kα ·chλ2kβ

)
+

+ηik

(
sinλ2kα ·chλ2kβ+ cosλ2kα · shλ2kβ

)]
.

(28)

Тогда решение уравнений (24), (25) удовлетворяющие условиям (29), (20) примут
вид

u0 (t) =


1

∆0 (α,β)

[
φ0A

+
0 (t)+ψ0B

+
0 (t)+η0C

+
0 (t)

]
, t > 0,

1

∆0 (α,β)

[
φ0A

−
0 (t)+ψ0B

−
0 (t)+η0C

−
0 (t)

]
, t < 0,

(29)

15
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uik (t) =


1

∆k (α,β)

[
φikA

+
k (t)+ψikB

+
k (t)+

1

λ2k
ηikC

+
k (t)

]
, t > 0,

1

∆k (α,β)

[
φikA

−
k (t)+ψikB

−
k (t)+

1

λ2k
ηikC

−
k (t)

]
, t < 0,

(30)

где

A+
0 (t) =

1

2

(
t2−2αt−α2

)
, B+0 (t) =

1

2

[
−t2+2α(t−β)+β2

]
,

C+
0 (t) =

1

2

[
−(α+β)t2+α2 (t−β)+β2 (t+α)

]
,

A−
0 (t) = −

1

2
(t+α)2, B−0 (t) =

1

2

[
t2+2α(t−β)+β2

]
,

C−
0 (t) =

1

2

[
(α+β)t2+α2 (t−β)+(t+α)β2

]
,

A+
k (t) = −sinλ2kα · shλ2kt+ cosλ2kα ·chλ2kt−1,

B+k (t) = −sinλ2kα ·
(
shλ2kβ− shλ

2
kt
)
+ cosλ2kα ·

(
chλ2kβ−chλ

2
kt
)
,

C+
k (t) = −shλ2k (β− t)+ sinλ2kα ·

(
chλ2kβ−chλ

2
kt
)
+ cosλ2kα ·

(
shλ2kβ− shλ

2
kt
)
,

A−
k (t) = cosλ2k (t+α)−1,

B−k (t) = −cosλ2k (t+α)− sinλ
2
kα · shλ2kβ+ cosλ2kα ·chλ2kβ,

C−
k (t) = −sinλ2k (t+α)+ shλ

2
kβ ·

(
cosλ2kα− cosλ2kt

)
+chλ2kβ ·

(
sinλ2kt+ sinλ2kα

)
.

Теперь докажем единственность решения задачи (12)-(16). Пусть φ(x)≡ 0, ψ(x)≡
0, η(x) ≡ 0 на [0, 1] и выполняются условия (25) и (26) при всех k ∈ N0 = N

⋃
{0}.

Тогда φ0 ≡ 0, ψ0 ≡ 0, η0 ≡ 0, φik ≡ 0, ψik ≡ 0, ηik ≡ 0 и из (29) - (30) следуют, что
u0 (t)≡ 0, uik (t)≡ 0 на [−α, β] и fik ≡ 0 при всех k ∈N0.

Тогда из равенств (21)-(22) и (26) имеем, что при всех t ∈ [α, β]

1∫
0

u(x,t)Y0 (x)dx= 0,

1∫
0

f(x)Y0 (x)dx= 0,

1∫
0

u(x,t)Yik (x)dx= 0,

1∫
0

f(x)Yik (x)dx= 0, k ∈N.

Отсюда в силу полноты (18) в пространстве и непрерывности функции u(x,t) и
f(x) соответственно на области �Ω и (0, 1), следуют что u(x,t)≡ 0 в �Ω и f(x)≡ 0 на
(0, 1).

Предположим при некоторых α, β и k= l ∈Nнарушено условие (26), т.е.

∆l (α, β) = cosλ2lα ·chλ2iβ− sinλ2lα · shλ2lβ−1= 0. (31)

Тогда задача 1 при φ(x)≡ 0, ψ(x)≡ 0, η(x)≡ 0 имеет ненулевое решение:

ul (x,t) = ul (t)sinλlx, fl (x) = �f1lsinλlx,

16
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где

ul (t) =


�f1l
λ4l
∆l (α,t) , t > 0,

�f1l
λ4l

(
1− cosλ2l (t+α)

)
, t < 0,

где ∆l (α,t) = cosλ2lα ·chλ2l t− sinλ2lα · shλ2l t−1, �f1l ̸= 0 – произвольная постоянная.
Пусть при некоторых α и β нарушено условие (25), т.е.

∆0 (α,β) = −αβ−
α2

2
+
β2

2
= 0.

Тогда однородная задача (12)-(16), где φ(x)≡ 0, ψ(x)≡ 0, η(x)≡ 0 имеет ненулевые
решение u(x,t) = u0 (t) , f(x) = �f0, где

u0 (t) =


�f0

(
−
t2

2
+
α2+β2

α+β
t−αβ

α−β

α+β

)
, t > 0,

�f0

(
t2

2
+
α2+β2

α+β
t−αβ

α−β

α+β

)
, t < 0,

�f0 ̸= 0 — произвольная постоянная.
Теперь (26) представляем в виде

∆k (α,β) = −
√
ch2λ2kβsin

(
λ2kα−γk

)
−1, (32)

где γk = arcsin
chλ2kβ√
ch2λ2kβ

. Из (32) видно, что выражение ∆k (α,β) = 0 только в том
случае, когда

α=
γk

λ2k
+
(−1)m+1

λ2k
arcsin

1√
ch2λ2kβ

−
mπ

λ2k
, m= 0,1,2, ....

При таких значениях α нарушается единственности решения задачи (12)-(16).
Теорема 1. Если существует решение задачи (12)-(16), то оно

единственно только тогда, когда выполнены условия (25) и (26) при всех
k ∈N.

Теперь покажем существование решения задачи. Для этого приведем некоторые
леммы.

Лемма 1. Если α иррациональное число, которая представляется в виде
α = l

πq , где q,l ∈ N, (l,q) = 1 и (q,4) = 1, то при больших k существует
положительная постоянная C0 такая, что справедлива следующая оценка

|∆k (α,β)|≥ C0eλ
2
kβ. (33)

Доказательство. Доказательство леммы показывается аналогично леммы 1
из [18]. Известно, что γk → π

4 при k → ∞. Пусть α - иррациональное число,
представимое в виде l

π , l ∈N. Тогда из (32) для всех k имеем

|∆k (α,β)|=
∣∣∣(−1)k2lchλ2kβ+1∣∣∣≥ 1

2
eλ

2
kβ
∣∣∣1+e−2λ2kβ−2e−λ2kβ∣∣∣≥ C0eλ2kβ.

17
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Пусть теперь, α = l
πq , где q, l ∈ N, (l,q) = 1. Разделим k2l на q с остатком: k2l =

sq+ r, 0≤ r < q, s,r ∈N0. Тогда из (32) получаем:

|∆k (α,β)|=

∣∣∣∣(−1)s√ch2λ2kβsin(rπq −γk

)
+1

∣∣∣∣≥
≥ eλ

2
kβ

√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣sin(rπq −
π

4
+εk

)∣∣∣∣−2e−λ2kβ∣∣∣∣ (34)

где εk→ 0 при k→∞. Поскольку числа q и 4 взаимно простые, то из (34) следует
(33). Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть имеет место оценка (33). Тогда при больших
натуральных k справедливы следующие оценки:

|uik (t)|≤


C1

(
|φik|+ |ψik|+

1

λ2k
|ηik|

)
, t > 0,

C2

(
|φik|+ |ψik|+

1

λ2k
|ηik|

)
, t < 0,

∣∣u ′
ik (t)

∣∣≤
C3

(
λ2k |φik|+λ

2
k |ψik|+ |ηik|

)
, t > 0,

C4

(
λ2k |φik|+λ

2
k |ψik|+ |ηik|

)
, t < 0,

∣∣u ′′
ik (t)

∣∣≤
 C5

(
λ4k |φik|+λ

4
k |ψik|+λ

2
k |ηik|

)
, t > 0,

C6

(
λ4k |φik|+λ

4
k |ψik|+λ

2
k |ηik|

)
, t < 0,

|fik (t)|≤ C7
(
λ4k |φik|+λ

4
k |ψik|+λ

2
k |ηik|

)
здесь и далее Ci- положительные постоянные.

Справедливость этих оценок непосредственно вытекает из формул (30) на
основании оценки (33).

Лемма 3. Пусть φ(x) , ψ(x)∈C5 [0,1] , η(x)∈C3 [0,1] и φ(0)= 0, φ ′ (0)=φ ′ (1),
φ ′′ (1) = 0, φ ′′′ (0) = φ ′′′ (1), ψ(0) = 0, ψ ′ (0) = ψ ′ (1), ψ ′′ (1) = 0, ψ ′′′ (0) = ψ ′′′ (1),
φ(IV) (0) =ψ(IV) (0) = 0, η(0) = 0, η ′ (0) = η ′ (1) , η ′′ (1) = 0. Тогда справедливы

φ1k =
1

λ5k

eλk

eλk −1
[−a1k+b1k]+

1

λ5k
�φ
(5)
1k , φ2k =

1

λ5k
�φ
(5)
2k ,

ψ1k =
1

λ5k

eλk

eλk −1
[−a2k+b2k]+

1

λ5k

�ψ
(5)
1k , ψ2k =

1

λ5k

�ψ
(5)
2k ,

η1k =
1

λ3k

eλk

eλk −1
[−a3k+b3k]−

1

λ3k
�η
(3)
1k , η2k =

1

λ3k
�η
(3)
2k ,

(35)

где

a1k =

1∫
0

φ(5) (x)e−λk(1−x)dx, b1k =

1∫
0

φ(5) (x)e−λkxdx,

18
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a2k =

1∫
0

ψ(5) (x)e−λk(1−x)dx, b2k =

1∫
0

ψ(5) (x)e−λkxdx,

a3k =

1∫
0

φ(3) (x)e−λk(1−x)dx, b3k =

1∫
0

φ(3) (x)e−λkxdx,

�φ
(5)
1k =

1∫
0

φ(5) (x)cosλkxdx, �φ
(5)
2k = 2

1∫
0

φ(5) (x)sinλkxdx,

�ψ
(5)
1k =

1∫
0

φ(5) (x)cosλkxdx, �ψ
(5)
2k = 2

1∫
0

ψ(5) (x)sinλkxdx,

�η
(3)
1k =

1∫
0

φ(3) (x)cosλkxdx, �η
(3)
2k = 2

1∫
0

ψ(3) (x)sinλkxdx,

∞∑
k=0

∣∣∣φ(5)
ik

∣∣∣2 ≤ 1∫
0

[
φ(5) (x)

]2
dx,

∞∑
k=0

∣∣∣ψ(5)
ik

∣∣∣2 ≤ 1∫
0

[
ψ(5) (x)

]2
dx,

∞∑
k=0

∣∣∣η(3)ik ∣∣∣2 ≤
1∫
0

[
η(3) (x)

]2
dx.

(36)

Доказательство. Интегралы в формулах (21) и (22) интегрируя по частям
соответственно пять и три раза и учитывая условий леммы, получим (35). Лемма
доказана.

Решение задачи (12)-(16) можно искать в виде суммы ряда Фурье

u(x,t) = u0 (t)X0 (x)+

∞∑
k=1

[u1k (t)X1k (x)+u2k (t)X2k (x)], (37)

f(x) = f0X0 (x)+

∞∑
k=1

[f1kX1k (x)+ f2kX2k (x)], (38)

где u0 (t) , uik (t), f0, fik соответственно определены по формулам (27)-(28) и (29)-
(30). Ряды (37) почленно формально дифференцируем по t два раза и по x четыре
раза и имеем

utt (x,t) = u
′ ′
0 (t)X0 (x)+

∞∑
k=1

[
u ′ ′

1k (t)X1k (x)+u
′ ′
2k (t)X2k (x)

]
, (39)

uxxxx (x,t) =

∞∑
k=1

λ4k [u1k (t)X1k (x)+u2k (t)X2k (x)]. (40)

19
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Тогда ряды (39), (40) при выполнении оценки (33) мажорируются рядом

C8

∞∑
k=1

2∑
i=1

[
λ4k (|φik|+ |ψik|)+λ

2
k |ηik|

]
. (41)

На основании (35) и (36) доказывается сходимость ряда (41), т.е. ряд

C8

∞∑
k=1

2∑
i=1

1

λk

[∣∣∣φ(5)
ik

∣∣∣+ ∣∣∣ψ(5)
ik

∣∣∣+ ∣∣∣η(3)ik ∣∣∣]
сходится. Из сходимости (41) в силу признака Вейерштрасса равномерно сходится
ряд (37) в области Ω, а ряды (39), (40) в областях Ω+ и Ω−и ряд (38) на [0, p].
Подставляя ряды в (38), (39) и (40) в уравнение (11) можно убеждать, что функции
(37) и (38) удовлетворяют уравнению (11) на Ω+

⋃
Ω−.

Итак, теорема доказана
Теорема 2. Пусть функции φ(x) , ψ(x) и η(x) удовлетворяют условиям

леммы 3 и выполнено условие (25) и (26). Тогда существует единственное
решение задачи (12)-(16), которое определяется рядами (37), (38).

Устойчивость решения

Введем следующие нормы:

∥u(x,t)∥L2[0,1] =

 1∫
0

|u(x,t)|2dx


1
2

, ∥u(x,t)∥C( �Ω±) =max
�Ω±

|u(x,t)| ,

∥f(x)∥Wn
2 [0,1] =

 1∫
0

n∑
k=0

∣∣∣fk (x)∣∣∣2dx


1
2

, n ∈N0.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда для решения (37),
(38) задачи 1 справедливы оценки:

∥u(x,t)∥L2 ≤ C11
(
∥φ∥L2 +∥ψ∥L2 +∥η∥L2

)
, t > 0,

∥u(x,t)∥L2 ≤ C12
(
∥φ∥L2 +∥ψ∥L2 +∥η∥L2

)
, t < 0,

∥f(x)∥L2 ≤ C13
(
∥φ∥W4

2
+∥ψ∥W4

2
+∥η∥W2

2

)
,

∥u(x,t)∥C( �Ω+) ≤ C14
(
∥φ∥W1

2
+∥ψ∥W1

2
+∥η∥W0

2

)
, t > 0,

∥u(x,t)∥C( �Ω−) ≤ C15
(
∥φ∥W1

2
+∥ψ∥W1

2
+∥η∥W0

2

)
, t < 0,

∥f(x)∥C[0,1] ≤ C16
(
∥φ∥W5

2
+∥ψ∥W5

2
+∥η∥W3

2

)
.
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Доказательство. Из (37), (30) и неравенство леммы 2 при t > 0 имеем

∥u(x,t)∥2L2 = u
2
0 (t)+

∞∑
k=1

[
u21k (t)+u

2
2k (t)

]
≤

≤ C21

(|φ0|+ |ψ0|+ |η0|)
2+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
|φik|+ |ψik|+

1

λ2k
|ηik|

)2≤

≤ 3C21

[
|φ0|

2+ |ψ0|
2+ |η0|

2+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
|φik|

2+ |ψik|
2+

1

λ4k
|ηik|

2

)]
≤

≤ C11
(
∥φ∥2L2 +∥ψ∥2L2 +∥η∥2L2

)
.

Аналогично получается оценка при t < 0.

∥f(x)∥2L2 = f
2
0+

∞∑
k=0

(
f21k+ f

2
2k

)
≤

≤ C27

[
(|φ0|+ |ψ0|+ |η0|)

2+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
λ4k (|φik|+ |ψik|)+λ

2
k |ηik|

)2]
≤

≤ 3C27

[
|φ0|

2+ |ψ0|
2+ |η0|

2+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
λ8k

(
|φik|

2+ |ψik|
2
)
+λ4k|ηik|

2
)]
.

Коэффициенты φik, ψik и ηik можно представить в виде

φ1k =
1

λ4k

eλk

eλk −1

[
�a1k+ �b1k

]
+
1

λ4k
�φ
(4)
1k , φ2k =

1

λ4k
�φ
(4)
2k ,

ψ1k =
1

λ4k

eλk

eλk −1

[
�a2k+ �b2k

]
+
1

λ4k

�ψ
(4)
1k , ψ2k =

1

λ4k

�ψ
(4)
2k ,

η1k =
1

λ2k

eλk

eλk −1

[
�a3k+ �b3k

]
+
1

λ2k
�η
(2)
1k , η2k =

1

λ2k
�η
(2)
2k ,

где

�a1k =

1∫
0

φ(4) (x)e−λk(1−x)dx, �b1k =

1∫
0

φ(4) (x)e−λkxdx,

�a2k =

1∫
0

ψ(4) (x)e−λk(1−x)dx, �b2k =

1∫
0

ψ(4) (x)e−λkxdx,

�a3k =

1∫
0

η(2) (x)e−λk(1−x)dx, �b3k =

1∫
0

η(2) (x)e−λkxdx,
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�φ
(4)
1k =

1∫
0

φ(4) (x)sinλkxdx, �φ
(4)
2k = 2

1∫
0

φ(4) (x)cosλkxdx,

�ψ
(4)
1k =

1∫
0

φ(4) (x)sinλkxdx, �ψ
(4)
2k = 2

1∫
0

ψ(4) (x)cosλkxdx,

�η
(2)
1k =−

1∫
0

η(2) (x)sinλkxdx, �η
(2)
2k =−2

1∫
0

η(2) (x)cosλkxdx,

∥f(x)∥2L2 ≤ 3C
2
7

[
|φ0|

2+ |ψ0|
2+ |η0|

2+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(∣∣∣φ(4)
ik

∣∣∣2+ ∣∣∣ψ(4)
ik

∣∣∣2+ ∣∣∣η(2)ik ∣∣∣2)
]
≤

≤ 3C27
(
∥φ∥2L2 +∥ψ∥2L2 +∥η∥2L2 +

∥∥∥φ(4)
∥∥∥2
L2

+
∥∥∥ψ(4)

∥∥∥2
L2

+
∥∥∥η(2)∥∥∥2

L2

)
≤

≤ C213
(
∥φ∥2

W4
2
+∥ψ∥2

W4
2
+∥η∥2

W2
2

)
.

Пусть (x,t) — произвольная точка области �Ω+. Тогда используя формулы (37) к
неравенству леммы 2, имеем

|u(x,t)|≤ |u0 (t)|+

∞∑
k=1

(|u1k (t)|+ |u2k (t)|)≤

≤ c1

[
|φ0|+ |ψ0|+ |η0|+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
|φik|+ |ψik|+

1

λ2k
|ηik|

)]
.

(42)

Используя представлений

φ1k =
1

λk

eλk

eλk −1

[
~a1k+ ~b1k

]
+
1

λ4k
�φ
(1)
1k , φ2k =

1

λk
�φ
(1)
2k ,

ψ1k =
1

λk

eλk

eλk −1

[
~a2k+ ~b2k

]
+
1

λk
�ψ
(1)
1k , ψ2k =

1

λk
�ψ
(1)
2k ,

η1k =
1

λk

eλk

eλk −1

[
~a3k+ ~b3k

]
+
1

λ2k
�η
(2)
1k , η2k =

1

λk
�η
(1)
2k ,

где
~ajk, ~bjk, j= 1,2,3; �φ

(1)
mk,

�ψ
(1)
mk, �η

(1)
mk, m= 1,2

коэффициенты получается соответственно интегрирования интегралы (21)-(22) по
частям один раз, из (31) получим

|u(x,t)|≤ c1

[
|φ0|+ |ψ0|+ |η0|+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
1

λk

∣∣∣φ(1)
ik

∣∣∣+ 1

λk

∣∣∣ψ(1)
ik

∣∣∣+ 1

λ2k
|ηik|

)]
≤

≤ c1 (|φ0|+ |ψ0|+ |η0|+)+c1

( ∞∑
k=1

1

λ2k

)1
2

 2∑
i=1

( ∞∑
k=1

∣∣∣φ(1)
ik

∣∣∣2)1
2

+

2∑
i=1

( ∞∑
k=1

∣∣∣ψ(1)
ik

∣∣∣2)1
2

+
22
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+c1

( ∞∑
k=1

1

λ4k

)1
2 2∑
i=1

( ∞∑
k=1

|ηik|
2

)1
2

≤ �c1

(
∥φ∥L2 +∥ψ∥L2 +

∥∥φ ′∥∥
L2

+
∥∥ψ ′∥∥

L2
+2∥η∥L2

)
≤

≤ c14
(
∥φ∥W1

2
+∥ψ∥W1

2
+∥η∥W0

2

)
,

|f(x)|≤ |f0|+

∞∑
k=1

(|f1k|+ |f2k|)≤

≤ c7

[
|φ0|+ |ψ0|+ |η0|+

∞∑
k=1

2∑
i=1

(
λ4k |φik|+λ

4
k |ψik|+λ

2
k |ηik|

)]
≤

≤ c7

[
|φ0|+ |ψ0|+ |η0|+

∞∑
k=1

2∑
i=2

1

λk

(∣∣∣φ(5)
ik

∣∣∣+ ∣∣∣ψ(5)
ik

∣∣∣+ ∣∣∣η(3)ik ∣∣∣)
]
≤

≤ c7 (|φ0|+ |ψ0|+ |η0|)+c7

( ∞∑
k=1

1

λ2k

)1
2 2∑
i=2

( ∞∑
k=1

∣∣∣φ(5)
ik

∣∣∣2)1
2

+

+

( ∞∑
k=1

∣∣∣ψ(5)
ik

∣∣∣2)1
2

+

( ∞∑
k=1

∣∣∣η(3)ik ∣∣∣2
)1

2

≤

≤ �c7

(
∥φ∥L2 +∥ψ∥L2 +∥η∥L2 +

∥∥∥φ(5)
∥∥∥
L2

+
∥∥∥ψ(5)

∥∥∥
L2

+
∥∥∥η(3)∥∥∥

L2

)
≤

≤ c16
(
∥φ∥W5

2
+∥ψ∥W5

2
+∥η∥W3

2

)
.

Теорема доказана.

Заключение

В данной работе рассмотрена обратная задача для уравнения четвертого
порядка в прямоугольной области. Решение построено в виде суммы
биортогонального ряда. При выполнении условий (25)-(26) показаны
существование, единственность и устойчивость решения этой задачи. Также
было показано, что множество решений этих неравенств не пусто в зависимости от
размера области. Если эти условия не выполняются, то показано, что однородная
задача имеет нетривиальное решение. В этом случае нарушается единственность
решения данной задачи. Полученные результаты могут быт использованы для
дальнейшего развития различных обратных задач с нелокальными условиями
для вырождающегося уравнения четвертого порядка
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