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В этой статье была использована дробно-дифференциальная модель физи-
ческих процессов с насыщением для описания динамики летальных исхо-
дов инфекции COVID-19. Математическое описание модели дается интегро-
дифференциальным уравнением Риккати с производной дробного переменного
порядка типа Герасимова-Капуто. Такое описание позволяет учитывать эффек-
ты насыщения и памяти в динамике распространения COVID-19 среди населе-
ния. Здесь эффект насыщения заключается в выходе на плато числа заболев-
ших и умерших, что указывает на стабилизацию динамики распространения
COVID-19. Эффект памяти заключается в том, что симптомы инфекции у зара-
женных проявляются не сразу, а с некоторой задержкой. В статье исследуются
данные наблюдений по новым случаям заражения и общему числу смертей в
период за 2.5 года (с марта по сентябрь 2022 г) в Российской Федерации и Рес-
публике Узбекистан. Далее в работе уточняются параметры модели на основе
исследуемых данных по динамике COVID-19. С помощью уточнённой модели
делается предварительный прогноз на следующие полгода с последующей про-
веркой. Показано хорошее согласие между модельными кривыми и кривыми
данных по общему числу смертей от COVID-19.
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Введение

Нелинейное дифференциальное уравнение Риккати представляет большой ин-
терес среди исследователей в различных областях знаний. Например, в физике
уравнение Риккати возникает как решение некоторых уравнений математической
физики после преобразований [1], в экономике для моделирования волатильности
на финансовом рынке [2], в достаточно актуальной на сегодняшний день науке
эпидемиологии – в частности, используется авторами [3] для построения логисти-
ческих моделей эпидемии с целью определения времени выхода на насыщения
(плато).

Известно, что уравнение Риккати хорошо описывает процессы, которые подчи-
няются логистическому закону [4, 5] и эти процессы мы будем называть процессами
насыщения. Процессы с насыщением могут обладать свойствами наследственности
(памяти), которые указывают на причинно-следственную связь в их динамике. В
частности, в динамике распространения эпидемии эффект наследственности мо-
жет заключаться в том, что симптомы заболевания проявляются с задержкой.
С точки зрения математики эффекты памяти можно описать с помощью интегро-
дифференциальных уравнений с разностными ядрами, которые называются функ-
циями памяти [6]. Определение функции памяти является важной задачей. Одна-
ко в силу того, что в окружающей нас среде распространены степенные законы,
то имеет определенный смысл считать функцию памяти степенной. Такой под-
ход приводит нас к хорошо разработанному математическому аппарату дробного
исчисления [7]-[11].

В работах авторов [12]-[15] была предложена математическая модель, постро-
енная на уравнении Риккати с непостоянными коэффициентами и с производной
дробного переменного порядка типа Герасимова-Капуто. В этих работах прово-
дится численный анализ модели, а также ее применение к задачам исследования
динамики солнечной активности и накопления радона в накопительной камере. В
настоящем исследовании математическая модель применяется для изучения ди-
намики распространения COVID-19 (COronaVIrus Disease 2019): уточняются пара-
метры модели с учетом данных о смертельных исходах заболевания в Российской
Федерации и Республике Узбекистан, а также предлагается некоторый прогноз
распространения пандемии.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши для дробного уравнения Риккати с переменными ко-
эффициентами вида:

1

Γ(1−α(t))

∫ t
0

_u(σ)

(t−σ)α(t)
dσ=−a(t)u2(t)+b(t)u(t)+c(t), u(0) = u0, (1)

где u(t) ∈ C2[0,T ] – неизвестная функция решения, u0 – известная заданная кон-
станта, t ∈ [0,T ] – текущее время эксперимента, T – общее время моделирования,
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a(t), b(t), c(t) – некоторые функции непрерывного вида, α(t) ∈ C1(0,1) – показа-
тель производной дробного переменного порядка.

Гамма-функция Эйлера Γ(.) в (1) имеет вид:

Γ(x) =

∫∞
0
e−ttx−1dt, x ∈ C : R(x)> 0.

Задача Коши (1) и используемый далее численный способ решения, были по-
дробно изучены в работах [12]-[15].

Методика численного решения по IFDS

В силу того, что задача Коши (1) нелинейна, то мы будем использовать методы
конечно-разностных схем [14, 17, 18]. Для этого проведём дискретизацию задачи (1)
в дифференциальной постановке. Разделим на N равноудалённых узлов сетки от-
резок [0,T ] с шагом дискретизации h = T/N. Тогда u(t) ∈ C2[0,T ] – неизвестная
функция решения, на конечной сетке, перейдёт в свой сеточный аналог u(ti) или
ui, где i= 1, ...,N. Таким же образом и непрерывная гладкая функция 0 < α(t)< 1
перейдёт в α(ti) или αi, что верно и для a(t),b(t),c(t).

Дробную производную переменного порядка Герасимова-Капуто в (1) слева,
будем аппроксимировать согласно работе [19]. Подробный вывод можно найти в
статье [12], где исследован вопрос порядка аппроксимации дробного оператора.
Переходим от (1) к дискретному аналогу, где C – известная константа:

Ai

i−1∑
j=0

wij
(
ui−j−ui−j−1

)
+aiu

2
i −biui−ci = 0, i= 1, . . . ,N

Ai =
τ−αi

Γ(2−αi)
, wij = (j+1)1−αi − j1−αi . (2)

В работе [12, P. 9], исследованы вопросы сходимости и устойчивости IFDS для
дискретной задачи Коши (2). Показано что IFDS безусловно устойчива, и сходятся
с порядком точности равным (2− α̂). В качестве метода решения (2) используется
итерационный метод Ньютона.

Предпосылки к моделированию процесса с насыщением
COVID-19, с помощью дробного уравнения Риккати

Математическая модель (1) применялась авторами в работе [20] для изуче-
ния динамики распространения COVID-19 на основе данных наблюдений о новых
случаях заражения и общем числе заражённых в Российской Федерации и Рес-
публике Узбекистан. Показано что при оптимальных параметрах модели, полу-
ченных при сравнении с полными наблюдаемыми данными этих процессов, были
соответственно получены хорошие модельные результаты. Это дало предпосылки
к прогнозированию процесса новых случаев заражения COVID-19, что частично
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подтверждается в статье [15]. Однако следует отметить, что авторы не учитывали
всех факторов, способных повлиять на изменение числа случаев заражения. Мо-
дель описывает тренды: по новым случаям заражения, и по общему количеству
зараженных, как в Российской Федерации, так и в Республике Узбекистан [20].

В этом исследовании, проводится математическое моделирование последствий
инфицирования COVID-19, строится математическая модель (1) последствий
COVID-19 выраженных в смертельных исходах этого заболевания. Как и в [20]
мы предлагаем относительно простую математическую модель (1) связанную с
динамикой распространения пандемии COVID-19, которая основана на дробном
уравнении Риккати по следующим причинам:

• уравнение Риккати, как показано в [5], может дать хорошие результаты для
описания процессов, подчиняющихся логистическому закону, что справедли-
во для распространения эпидемии COVID-19;

• переменный порядок дробной производной позволят учесть эффект перемен-
ной памяти и его влияние на динамический процесс.

Также необходимо отметить, что из обзорных работ [21]-[24] по данной тематике
можно сделать выводы:

• рассматриваемые математические модели сложны и с точки зрения числен-
ного алгоритма, и сложны в компьютерной реализации;

• мало сравнений результатов модели с наблюдаемыми данными по распро-
странению эпидемии COVID-19.

Исходя из выше сказанного, можно сделать вывод о том, что математическая
модель (1) может быть применена к моделированию процесса динамики распро-
странения эпидемии COVID-19. Уточнение параметров модели (1) с помощью дан-
ных по смертности от эпидемии COVID-19 позволить строить прогнозы.

Данные по случаям заражения от COVID-19

Так же как и данные по новым случаям заражения в исследовании [20], в на-
стоящей статье исходные наблюдения о смертности от COVID-19 в Российской
Федерации (рис. 1,2) и Республике Узбекистан (рис. 3,4) были взяты из открытого
источника [25], предоставляемого проектом «Our World in Data» при поддержке
CSSE (Center for Systems Science and Engineering) в Johns Hopkins University. Эта
общедоступная информация поступает из таких источников, как национальные
агентства и правительства по всему миру. Данные этого проекта при содействии
JHU обновляются раз в сутки и находятся в открытом доступе.
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Рис. 1. Данные наблюдений за 897 дней по новым случаям смерти от COVID-19 в
России за период с 19 марта 2020 гг по 1 сентября 2022 гг. с шагом 1 день

[Figure 1. Observation data for 897 days of new deaths from COVID-19 in Russia for
the period from March 19, 2020 to September 1, 2022. in increments of 1 day]

Рис. 2. Данные наблюдений за 897 дней по общему числу смертей от COVID-19 в
России за период с 19 марта 2020 гг по 1 сентября 2022 гг. с шагом 1 день

[Figure 2. Observational data for 897 days of total COVID-19 deaths in Russia from
March 19, 2020 to September 1, 2022 in increments of 1 day]

Рис. 3. Данные наблюдений за 889 дней по новым случаям смерти от COVID-19 в
Узбекистане за период с 27 марта 2020 гг по 1 сентября 2022 гг. с шагом 1
день

[Figure 3. Observation data for 889 days of new deaths from COVID-19 in Uzbekistan
for the period from March 27, 2020 to September 1, 2022. in increments of 1 day]
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Рис. 4. Данные наблюдений за 889 дней по общему числу смертей от COVID-19 в
Узбекистане за период с 27 марта 2020 гг по 1 сентября 2022 гг. с шагом 1
день

[Figure 4. Observation data for 889 days on the total num of deaths from COVID-19
in Uzbekistan, from March 27, 2020 to September 1, 2022 in increments of 1 day]

Экспериментальные данные, а также результаты, полученные в ходе численно-
го моделирования, отражают количество смертельных исходов. Эти данные долж-
ны быть согласованы, а значит обезразмерены, для чего проводится нормализация
всех данных на максимум.

Используемое программное обеспечение

Для решения всех задач возникающих при моделировании в работах [20, 15]
использовался разработанный автором программный комплекс, представленный
пользовательской библиотекой «FDREext» для среды символьной математики
MAPLE 2021.

В настоящем исследовании, для проведения моделирования динамического про-
цесса: обработки данных, численного решения модельной задачи и визуализа-
ции результатов, был разработан программный комплекс «FDRE 3.0» на языке
MATLAB, а все результаты получены с его помощью.

Данный программный комплекс FDRE 3.0 является обобщением идей
«FDREext» реализованных ранее для [20], что выражено в следующих качествах
программного комплекса:

• большей универсальности – как при работе только с экспериментальными
данными, так и только с моделью или совместно;

• заметного удобства – добавления новых вариаций модели и эксперименталь-
ных данных, для последующей программной обработки;

• на порядки возросшей скорости работы – так как стало возможно полностью
уйти в (2) от символьных вычислений.
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Параметры и результаты моделирования динамики
смертности от COVID-19

Новые случаи смертей от инфекции в Российской федерации

Используемые параметры моделирования рассчитывались при различных ва-
риациях значений параметров моделирования, из которых выбиралась наиболее
подходящая комбинация по максимальным коэффициентам: корреляции Пирсона
(Cor) [26] или детерминации (R2) [27, 28], с нормированными данными наблюде-
ний. Таким образом, определим для (1) неизвестные функции или константы a(t),
b(t), c(t) и α(t) на основе известных нормированных данных наблюдений так:

N= 713, T = 713, u(0) = 0.00081833,

a(t) = 0.8 sin

(
7.225

t

T

)2
+0.2, b(t) = 0.05, c(t) =

t

T

(
sin

(
5.969

t

T

))2
,

α(t) = 0.25 sin

(
1.963

t

T

)
+0.5

(
sin

(
10.053

t

T

))2
+0.25. (3)

Из рис. 5 видно что подобранные перебором параметры (3), до лучших коэффи-
циентов корреляции и детерминации, а так же хорошего визуального соответствия
модельных кривых для (1), могут давать некоторое приближённое представление
о последствиях инфекции, выраженной в цикличности процесса, в следствии по-
явления новых штаммов вируса.

Рис. 5. Новые случаи смерти от COVID-19 в России за несколько периодов с 19
марта 2020 гг: a) нормированные данные наблюдений по 1 марта 2022 гг.
за 713 дней; b) результаты моделирования процесса с помощью (1) при (3)
по данным (a), где: R2 = 0.78, Cor= 0.89

[Figure 5. New deaths from COVID-19 in Russia for several periods since March 19,
2020: a) normalized observational data up to March 1, 2022 for 713 days; b) results of
process simulation using (1) at (3) according to data (a), where: R2 = 0.78, Cor= 0.89]

Теперь же проведем прогнозирование процесса на полгода (184 дня) вперед,
основываясь на модели (1).
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Для чего, с помощью программного комплекса, переопределим параметры (3)
таким образом:

N= 897, T = 897, u(0) = 0.00081833,

a(t) = 0.8 sin

(
9.0903

t

T

)2
+0.2, b(t) = 0.05,

c(t) =
t

T

(
sin

(
7.509

t

T

))2
,

α(t) = 0.25 sin

(
2.4702

t

T

)
+0.5

(
sin

(
12.647

t

T

))2
+0.25. (4)

Рис. 6. Новые случаи смерти от COVID-19 в России за несколько периодов с 19
марта 2020 гг: c) нормированные данные наблюдений по 1 сентября 2022
гг. за 897 дней; d) моделирование развития процесса с помощью (1) при (4)
по данным (с), где: R2 = 0.39, Cor= 0.67

[Figure 6. New deaths from COVID-19 in Russia for several periods since March 19,
2020: c) normalized observational data up to September 1, 2022. for 897 days; d)
simulation of the development of the process using (1) at (4) according to data (c),
where: R2 = 0.39, Cor= 0.67]

На рис. 6 проведено прогнозирование и его проверка. Полученный на (рис. 6)
результат моделирования, принципиально совпадает с результатами из [20, 15] для
моделирования динамики новых случаев заражения вирусом COVID-19. Что ожи-
даемо, ведь летальные исходы при пандемии, как ни прискорбно, являются зако-
номерным следствием. Однако также, вероятно не были учтены многие факторы,
способные повлиять на изменение числа таких случаев.

Общее число смертей от инфекции в Российской Федерации

Из данных наблюдений рис. 2 по общему числу смертей от COVID-19 в Рос-
сии, можно предположить что изменение этого параметра, его подъем и падение,
происходят по кривой, очень близкой к обобщенной логистической кривой [4], и
этот процесс нелинеен. Также из рис. 1 и 2, построенных для данных на одном
временном промежутке видно, что в период примерно с 16 февраля по 27 апреля

126



Дробно-дифференциальное моделирование COVID-19 . . . ISSN 2079-6641

2022 гг. количество новых случаев смертей имеет явную тенденцию к снижению.
На рис. 2 для общего числа смертей к концу этого периода и далее, отразится как
выход на "плато"исследуемого динамического процесса COVID-19. Тогда мы мо-
жем определить параметры модели (1) на основе известных данных рис. 2 почти
за весь период (в 2 года) до 1 марта 2022 гг., по общему числу смертей, но уже
нормированных, для описания процесса так:

N= 713, T = 713, u(0) = 2.655e−06,

a(t) = 0.1, b(t) = 0.05
t

T

(
sin

(
1.5

t

T
−0.99

))2
,

c(t) = 0.164
t

T
+0.262

(
sin

(
2.67

t

T
−0.3

))2
,

α(t) = 0.25
t

T

(
sin

(
1.5

t

T
−0.1

))2
. (5)

Результаты модлирования приведены на рис. 7.

Рис. 7. Общее число смертей от COVID-19, в России за несколько периодов с 19
марта 2020 гг: a) норм. данные по 1 марта 2022 гг. за 713 дней; b) результаты
моделирования с помощью (1) при (5) по данным (a), где: R2 = 0.85, Cor=
0.98

[Figure 7. Total num deaths from COVID-19, in Russia for several periods since March
19, 2020: a) normalized observational data up to March 1, 2022 for 713 days; b) results
of simulation using (1) at (5) according to data (a), where: R2 = 0.85, Cor= 0.98]

После чего переопределим параметры (5) для прогноза:

N= 897, T = 897, u(0) = 2.655e−06,

a(t) = 0.1, b(t) = 0.062
t

T

(
sin

(
1.887

t

T
−0.99

))2
,

c(t) = 0.207
t

T
+0.262

(
sin

(
3.359

t

T
−0.3

))2
,

α(t) = 0.314
t

T

(
sin

(
1.887

t

T
−0.1

))2
. (6)
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Рис. 8. Общее число смертей от COVID-19, в России за несколько периодов с 19
марта 2020 гг: c) норм. данные по 1 сентября 2022 гг. за 897 дней; d) мо-
делирование развития процесса с помощью (1) при (6) по данным (с), где:
R2 = 0.93, Cor= 0.97

[Figure 8. Total num deaths from COVID-19, in Russia for several periods since
March 19, 2020: c) normalized observational data up to September 1, 2022. for 897
days; d) simulation of the development of the process using (1) at (6) according to
data (c), where: R2 = 0.93, Cor= 0.97]

В итоге на рис. 8 видим что, заложенные в модель (1) c параметрами (5) пред-
положения о "выходе на плато"подтвердились, тем фактом, что расчетная кривая
предложенной модели с учётом насыщения рис. 8d хорошо согласуется с данными
по общему числу смертей от COVID-19 за прогнозируемый период до 1 сентября
2022 гг.

Новые случаи смертей от инфекции в Республике Узбекистан

Аналогичным образом, согласно (3) параметрам для моделей по данным в Рос-
сийской федерации, определим оптимальные параметры моделирования для Рес-
публики Узбекистан. Тогда определим для (1) неизвестные функции или констан-
ты a(t), b(t), c(t) и α(t) на основе известных нормированных данных наблюдений
так:

N= 705, T = 705, u(0) = 0.11111,

a(t) = 0.8

(
sin

(
9.111

t

T

))2
+0.2, b(t) = 0.05,

c(t) = 0.4
T +2.206 t

T

(
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(
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t
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+0.2

))2
,
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(
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)
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(
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(
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t
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))2
+0.25. (7)
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Рис. 9. Новые случаи смерти от COVID-19 в Узбекистане за несколько периодов
с 27 марта 2020 гг: a) норм. данные по 1 марта 2022 гг. за 705 дней; b)
результаты моделирования помощью (1) при (7) по данным (a), где: R2 =
0.07, Cor= 0.53

[Figure 9. New deaths from COVID-19 in Uzbekistan for several periods since March
27, 2020: a) normalized observational data up to March 1, 2022 for 705 days; b) results
simulation using (1) at (7) according to data (a), where: R2 = 0.07, Cor= 0.53]

Аналогично переопределим параметры (7), для прогнозирования процесса на
полгода (184 дня) вперед:

N= 889, T = 889, u(0) = 0.11111,

a(t) = 0.8

(
sin

(
11.489

t

T

))2
+0.2, b(t) = 0.05,

c(t) = 0.4
T +2.782 t

T

(
sin

(
7.493

t

T
+0.2

))2
,

α(t) = 0.25 sin

(
3.122

t

T

)
+0.5

(
sin

(
13.987

t

T

))2
+0.25. (8)

Общее число смертей от инфекции в Республике Узбекистан

Для данных по Республике Узбекистан на (рис. 1 и 2) с 24 февраля 2022 гг.
количество новых случаев близко к нулю, по крайней мере согласно [25] данным
этого проекта. Тогда можно сказать что, имеются аналогичные тенденции к сни-
жению числа новых случаев смертей по инфекции.

Следуя тем же идеям о возможном будущем "выходе на плато что и в (5) опре-
делим параметры модели (1) на основе известных данных (рис. 4) почти за весь
период (в 2 года) до 1 марта 2022 гг. по общему числу смертей, но уже нормиро-
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Рис. 10. Новые случаи по смертности от COVID-19 в Узбекистане за несколько
периодов с 27 марта 2020 гг: c) норм. данные по 1 сентября 2022 гг. за 889
дней (с 3 марта 2022 гг., по имеющимся данным, нет новых случаев); d)
моделирование развития процесса с помощью (1) при (8) по данным (с),
где: R2 = 0.03, Cor= 0.51

[Figure 10. New deaths from COVID-19 in Uzbekistan for several periods since March
27, 2020: c) normalized observational data up to September 1, 2022. for 889 days
(since March 3, 2022, no new cases reported); d) simulation of the development of the
process using (1) at (8) according to data (c), where: R2 = 0.03, Cor= 0.51]

ванных, для описания процесса так:

N= 705, T = 705, u(0) = 0.00061125,

a(t) = 0.1, b(t) = 0.2
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Так же проведем прогнозирование и его проверку:
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Рис. 11. Общее число смертей от COVID-19, в Узбекистане за несколько периодов
с 27 марта 2020 гг: a) норм. данные по 1 марта 2022 гг. за 705 дней; b)
результаты моделирования с помощью (1) при (9) по данным (a), где: R2 =
0.82, Cor= 0.95

[Figure 11. Total num deaths from COVID-19, in Uzbekistan for several periods since
March 27, 2020: a) normalized data up to March 1, 2022 for 705 days; b) results of
simulation using (1) at (9) according to data (a), where: R2 = 0.82, Cor= 0.95]

Рис. 12. Общее число смертей от COVID-19, в Узбекистане за несколько периодов
с 27 марта 2020 гг: c) норм. данные по 1 сентября 2022 гг. за 889 дней; d)
моделирование развития процесса с помощью (1) при (10) по данным (с),
где: R2 = 0.72, Cor= 0.93

[Figure 12. Total num deaths from COVID-19, in Uzbekistan for several periods since
March 27, 2020: c) normalized observational data up to September 1, 2022. for 889
days; d) simulation of the development of the process using (1) at (10) according to
data (c), where: R2 = 0.72, Cor= 0.93]

Заключение

Предложен математическая модель на основе дробного уравнения Риккати с
производной типа Герасимова — Капуто и непостоянными коэффициентами для
моделирования динамических процессов с эффектом насыщения и памяти. Иссле-
дована динамика смертности от заражения COVID-19 в нескольких странах мира.

Параметры предлагаемой математической модели оптимально подобраны на
основе сравнения с нормированными экспериментальными данными этого процес-
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са. Показано, что при оптимальном выборе соответствующих параметров модели-
рования: α(t) и a(t),b(t),c(t) расчетные кривые хорошо согласуются с данными
наблюдений для общего числа летальных исходов.

В итоге показано хорошее соответствие модельных кривых и данных по об-
щему числу смертей от COVID-19, что подтверждает предположение о наличии
эффектов насыщения в динамическом процессе распространения заболевания.

Конкурирующие интересы. Авторы заявляют об отсутствии конфликта ин-
тересов в отношении авторства и публикации.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы внесли свой вклад в эту
статью. Авторы несут полную ответственность за предоставление окончательной
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In this article, a fractional differential model of physical processes with saturation
was used to describe the dynamics of lethal outcomes of COVID-19 infection. The
mathematical description of the model is given by the integro-differential Riccati
equation with a derivative of a fractional variable order of the Gerasimov-Caputo
type. This description makes it possible to take into account the effects of saturation
and memory in the dynamics of the spread of COVID-19 among the population.
Here, the saturation effect consists in reaching a plateau in the number of cases and
deaths, which indicates the stabilization of the dynamics of the spread of COVID-
19. The memory effect is that the symptoms of infection in infected people do
not appear immediately, but with some delay. The article examines observational
data on new cases of infection and the total number of deaths over a period of
2.5 years (from March to September 2022) in the Russian Federation and the
Republic of Uzbekistan. Further, the parameters of the model are refined based on
the studied data on the dynamics of COVID-19. With the help of the refined model,
a preliminary forecast for the next six months is made with subsequent verification.
Good agreement is shown between the model curves and the data curves for the
total number of deaths from COVID-19.
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