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В статье рассматривается крупномасштабная модель αΩ-динамо в маломодо-
вом приближении. Интенсивность α-эффекта регулируется процессом с эреди-
тарными свойствами («памятью»), зависящим от энергии магнитного поля. Ха-
рактер воздействия процесса определяется знакопеременным ядром с варьиру-
емой частотой затухания и постоянным коэффициентом затухания равным 0.1.
По результатам численного моделирования режимов генерации магнитного по-
ля определены ограничения для значений параметров модели, при которых нет
осцилляций в поле скорости вязкой жидкости или они незначительны. Резуль-
таты численного моделирования режимов генерации магнитного поля при раз-
личных значениях частоты затухания отражены на фазовой плоскости управ-
ляющих параметров, в которых заложена информация о крупномасштабном и
турбулентном генераторах. В работе исследуется вопрос о динамике изменения
картины на фазовой плоскости в зависимости от значения частоты затухания и
времени ожидания. Проводится сравнение с результатами, полученными ранее
при постоянной интенсивности α-эффекта и при её изменении, которое опре-
деляется показательным ядром.
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Введение

Данная статья продолжает цикл работ ИКИР ДВО РАН по исследованию мало-
модовой модели динамо земного типа [1]-[8]. Задача исследования различных при-
ближений на предмет генерации геомагнитного поля, близкого к наблюдаемому,
несмотря на успехи, достигнутые в данной области, остаётся актуальной. Земное
динамо хорошо согласуется с моделью αΩ-динамо, характерными свойствами ко-
торого является сильное дифференциальное вращение объекта и турбулентный
характер движения проводящей среды [4],[9]-[13]. Характерным свойством динамо-
системы земного типа является наличие хаотических инверсий без существенной
перестройки движения проводящей среды [14]. В модели αΩ-динамо, которая опи-
сывается магнитогидродинамическими (далее МГД) уравнениями [2, 4], включаю-
щими уравнение Навье-Стокса, уравнение индукции магнитного поля B с учётом
турбулентного α-эффекта, условия неразрывности поля скорости v и соленоидаль-
ности магнитного поля, а также граничные условия прилипания для поля скоро-
сти v, генерация магнитного поля и поля скорости определяется работой Ω-гене-
ратора и α-генератора и интенсивность воздействия последнего изменяется во вре-
мени под влиянием внешних сил. В рамках данной работы эта детерминированная
динамическая модель рассматривается с аддитивным регулятором интенсивности
α-эффекта в виде процесса с конечной памятью, которая определяется знакопере-
менной функцией J(t) = ebt cosat с постоянным коэффициентом затухания b= 0.1
и различными значениями частоты a затухающих колебаний [5]-[8].

Для исследования используется перемасштабированная и обезразмеренная
МГД-система [6]. В качестве единицы времени принято время затухания магнит-
ного поля. Использование такого временного масштаба позволяет смоделировать
основные динамические характеристики поля с помощью маломодовых простран-
ственных приближений. В работе приняты одномодовое приближение для поля
скорости вязкой жидкости и трёхмодовое – для магнитного поля, что обеспечива-
ет работу динамо с инверсиями в магнитном поле.

Целью данного исследования маломодовой модели αΩ-динамо является опре-
деление параметров модели, при которых могут быть получены режимы генерации
магнитного поля как регулярного, так и нерегулярного характера, в том числе с
инверсиями, на фоне слабо изменяющегося поля скорости. Сравнительный ана-
лиз результатов численного эксперимента для допустимых параметров модели с
ранее полученными результатами при постоянной интенсивности α-эффекта и ин-
тенсивности, изменяющейся по показательному закону с заданным постоянным
значением коэффициента затухания.

Математическая модель

Подробное описание перемасштабирования и обезразмеривания МГД-системы
проведено в статье [6], поэтому в рамках данной работы приведём уже преобразо-
ванную систему МГД-уравнений с включённой аддитивной поправкой Z(t) интен-
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сивности турбулентного эффекта

∂v

∂t
= Pm∆v−∇P−E−1Pm(ez×v)+ fout+(∇×B)×B,

∂B

∂t
= Rem[∇× (v×B)]+(Rα−Z(t))[∇×α(r,θ)B)]+∆B,

∇v = 0,

∇B= 0,

v
(r1
L

)
= v
(r2
L

)
= 0.

(1)

где безразмерные величины: v – амплитуда поля скорости, B – амплитуда ин-
дукции магнитного поля, fout – массовая плотность внешних сил, P – давле-
ние, Pm = ν/νm – магнитное число Прандтля, E = ν/(ΩL2) – число Экмана,
α(r,θ) = α0a(r)cosθ – скалярная параметризация α-эффекта, α0 – интенсивность
α-эффекта, управляющие параметры: Rem = u0L/νm – магнитное число Рейнольд-
са, которое отвечает за воздействие крупномасштабного генератора, Rα=α0L/νm –
амплитуда α-эффекта, в которой заложена информация о турбулентном генерато-
ре, выражены через величины: L [м] – радиус внешнего ядра, ν [м2/с] – кинема-
тическая вязкость, ρ0 = 7 ·103 кг/м3 – плотность, νm [м2/с] – магнитная вязкость,
r1 и r2 – радиусы-векторы внутренней и внешней границ сферической оболочки
жидкого ядра, u0 [м/с] – характерная величина скорости, Ω [1/с] – угловая ско-
рость вращения, единица времени L2/νm [с] – время диссипации магнитного поля
с периодом 104 лет.

Процесс Z(t) регулирует степень влияния турбулентного эффекта, силу воз-
действия процесса определяет квадратичная форма Q

(
B(τ),B(τ)

)
– энергия маг-

нитного поля, а характер воздействия – безразмерное ядро J(t−τ) – знакопе-
ременная функция, задающая затухающие колебания с коэффициентом зату-
хания b= 0.1 и частотой a:

Z(t) =

t∫
0

J(t−τ)Q
(
B(τ),B(τ)

)
dτ=

t∫
0

[
e−b(t−τ) cos(a(t−τ))

]
B2(τ)dτ. (2)

Воздействие энергии поля максимально в момент времени t, а влияние в преды-
дущие моменты времени постепенно уменьшается с удалением от t к начальному
моменту времени (нулю).

Для решения МГД-системы (1) используем маломодовое приближение галёр-
кинского типа [3, 4, 15]. Известно, что источником для тороидальной (поло-
идальной) компоненты магнитного поля является нелинейное взаимодействие по-
лоидальной (тороидальной) компоненты этого поля с жидким потоком, поэтому
для численного решения используются четыре моды – одна гидродинамическая и
три магнитных: одна тороидальная и две полоидальных [4]:

v = u(t)v0 = u(t)(α1v
T
0,1,0+α2v

P
0,2,0+α3v

T
0,3,0+α11v

T
1,1,0+α13v

T
1,3,0),

B= BT2 (t)B
T
0,2,0(r)+B

P
1 (t)B

P
0,1,0(r)+B

P
3 (t)B

P
0,3,0(r),

(3)
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где v0 – мода Пуанкаре [3], |v0|= 1, u(t) – амплитуда скорости, BP0,1,0(r) дипольная
составляющая магнитного поля, которая под воздействием дифференциального
вращения порождает тороидальную BT0,2,0(r) и полоидальную BP0,3,0(r) составляю-
щие. Компоненты поля скорости и магнитного поля в данной модели независимы.

Подставим в систему (1) разложения (3) и функционал (2) и применим метод
Галёркина. Результатом этих преобразований является система, которая исполь-
зуется для численной реализации с помощью неявного метода Эйлера,

∂u

∂t
=−Pmu(t)

∑
k

α2kλk+ fout+
∑
i, j,k

αiLijkBjBk,

∂Bi
∂t

= Remu(t)
∑
j,k

αjWijkBk−µiBi+(Rα−Z)
∑
k

Wα
ikBk,

∂Z

∂t
=
∑
k

B2k−bZ−aZs,
∂Zs

∂t
= aZ−bZs, i, j, k= 1, 2, 3.

(4)

где λi – собственное значение моды Пуанкаре [16], µi – коэффициент вязкой дис-
сипации [16], коэффициенты Lijk, Wijk, Wα

ij – объемные интегралы от рассматри-
ваемых полей [17], значения коэффициентов αi вычислялись из задачи Пуанкаре
о свободных малых колебаниях вязкой вращающейся жидкости [3].

Принятое значение шага h на два порядка меньше наименьшего из значе-
ний (1/λi) и (1/µi), т. е. времён затухания полей скорости и магнитного соответ-
ственно. Выбор начальных условий обеспечивает выход системы (4) из точки покоя
в начальный момент времени t= 0 и дальнейшую взаимную генерацию компонент
магнитного поля и поля скорости

u(0) = 1, BT2 (0) = 0, B
P
1 (0) = 1, B

P
3 (0) = 0, Z(0) = 0, Zs(0) = 0.

Затухающий эффект в поле скорости компенсируется воздействием внешних сил,
поэтому в численной реализации значение массовой плотности внешних сил fout
принято равным коэффициенту при u(t) [6]. Численная модель рассматривает-
ся для управляющих параметров, изменяющихся в диапазонах Rem ∈ (0, 1000]

и Rα ∈ (0, 100], с шагом равным пяти.

Характеристики функции ядра J(t)

Регулирование воздействия турбулентного генератора в рассматриваемой моде-
ли задаётся процессом Z(t) с конечным временем ожидания t0 («памяти»), кото-
рое определяется выбором знакопеременной затухающей функции в качестве яд-
ра J(t) (рис.1). При постоянной интенсивности α-эффекта в результате действия
турбулентного генератора были получены три режима генерации магнитного поля
в зависимости от параметров, определяющих влияние крупномасштабного и тур-
булентного генераторов. Наибольшая из трёх областей – область неограниченного
возрастания магнитного поля (рис.2а), поэтому регулирование воздействия турбу-
лентного генератора сводится к подавлению интенсивности α-эффекта.

Выбор процесса Z(t) в виде (2) определяет его суммарное воздействие на про-
межутке времени [0, t], основной вклад в которое вносится в течение времени
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Рис. 1. Графики функции ядра J(t) = e0.1t cosat функционала Z(t).
[Figure 1. The graphs of the kernel function J(t) = e0.1t cosat of the functional Z(t).]

ожидания t0. Воздействие процесса максимально в момент времени t и постепенно
ослабевает при удалении по временной оси от этой точки к нулю. Так как функция
ядра J(t) – знакопеременная, то эффект от воздействия – подавление или подкач-
ка – определяется знаком полученной интегральной характеристики процесса Z(t).

Для вычисления основной характеристики процесса, времени ожидания t0, ис-
пользуется нормированная функция ~J(t) от модуля ядра J(t): ~J(t) = k|J(t)|, где k –
нормирующий множитель, определялся из условия нормировки

∞∫
−∞

~J(t)dt=

∞∫
−∞
k|J(t)|dt= k

∞∫
0

e−bt|cos(at)|dt= 1.

Тогда математическое ожидание случайной величины T , заданной знакоположи-
тельной функцией ~J(t), это время ожидания ~t0:

~t0 =M(T) =

∞∫
−∞
t~J(t)dt=

∞∫
0

tke−bt|cos(at)|dt= k

∞∫
0

te−bt|cos(at)|dt. (5)
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Из (5) время ожидания t0 можно выразить следующим образом с помощью инте-
грала

t0 =
~t0
k

=

∞∫
0

te−bt|cos(at)|dt. (6)

Несобственный интеграл в правой части равенства (6) вычисляется аналитически.
Раскрытие модуля преобразует исходный интеграл в сумму трёх интегралов

∞∫
0

te−bt|cos(at) |dt=
π/2a∫
0

te−bt cos(at)dt+
5π/2a+2πk/a∫
3π/2a+2πk/a

te−bt cos(at)dt−

−
3π/2a+2πk/a∫
π/2a+2πk/a

te−bt cos(at)dt, k= 0, 1, 2, . . .

(7)

К каждому из интегралов в правой части равенства (7) применяется интегрирова-
ние по частям

π/2a∫
0

te−bt cos(at)dt=
(b2−a2)

(a2+b2)2
+

(
π(a2+b2)+4ab

)
e−πb/2a

2(a2+b2)2
, (8)

5π/2a+2πk∫
3π/2a+2πk

te−bt cos(at)dt=
((
3π(a2+b2)+4ab+4π(a2+b2)k

)
e−3πb/2a+

+
(
5π(a2+b2)+4ab+4π(a2+b2)k

)
e−5πb/2a

) e−2πbk/a

2(a2+b2)2
,

(9)

3π/2a+2πk∫
π/2a+2πk

te−bt cos(at)dt=−
((
3π(a2+b2)+4ab+4π(a2+b2)k

)
e−3πb/2a+

+
(
π(a2+b2)+4ab+4π(a2+b2)k

)
e−πb/2a

) e−2πbk/a

2(a2+b2)2
.

(10)

Подставляем решения (8)-(10), зависящие от параметров a и b функционала Z(t),
в выражение (7) для вычисления несобственного интеграла

∞∫
0

te−bt|cos(at)|dt=
1

2(a2+b2)2

(
2(b2−a2)+

+(π(a2+b2)+4ab)e−πb/2a++
(
2π(a2+b2)

(
e−3πb/2a+2e−5πb/2a

)
+

+(π(a2+b2)+4ab)
(
e−πb/2a+2e−3πb/2a+e−5πb/2a

)) ∞∑
k=0
e−2πbk/a+

+4π(a2+b2)
(
e−πb/2a+2e−3πb/2a+e−5πb/2a

) ∞∑
k=0
ke−2πbk/a

)
.

(11)

Решение (11) содержит сходящиеся ряды. Первый ряд является бесконечно убы-
вающей геометрической прогрессией с первым членом равным единице и частным
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q= e−2πb/a, а его сумма имеет вид

∞∑
k=0

e−2πbk/a =
1

1−e−2πb/a
. (12)

Второй ряд может быть записан в следующей форме

∞∑
k=0

ke−2πbk/a =

∞∑
k=1

∞∑
p=k

e−2πbp/a

и сведён к вычислению суммы бесконечно убывающих геометрических прогрессий
с первым членом равным e−2πbp/a и частным q= e−2πb/a

∞∑
k=0

ke−2πbk/a =

∞∑
k=1

∞∑
p=k

e−2πbp/a =
e−2πb/a

(1−e−2πb/a)2
. (13)

Замена рядов на их суммы (12) и (13) в интеграле (11) даёт аналитическое решение
для вычисления времени ожидания t0, зависящее от параметров a и b ядра J(t),

t0 =
∞∫
0

te−bt|cos(at)|dt=
1

2(a2+b2)2

(
2(b2−a2)+

+(π(a2+b2)+4ab)e−πb/2a+
(
2π(a2+b2)

(
e−3πb/2a+2e−5πb/2a

)
+

+(π(a2+b2)+4ab)
(
e−πb/2a+2e−3πb/2a+e−5πb/2a

)) 1

1−e−2πb/a
+

+4π(a2+b2)
(
e−πb/2a+2e−3πb/2a+e−5πb/2a

) e−2πb/a

(1−e−2πb/a)2

)
.

(14)

В Таблице 1 представлены вычисленные значения времени ожидания t0 с ис-
пользованием решения (14) при выбранных значениях частоты затухания a и по-
стоянном значении коэффициента затухания b= 0.1, а также интегральные харак-
теристики функции J(t) и её модуля.

Таблица 1

Характеристики функции ядра J(t) = e−0.1t cos(at) [Characteristics of the kernel
function J(t) = e−0.1t cos(at)]

a t0

t0∫
0

|J(t)|dt
∞∫
0

|J(t)|dt
t0∫
0

J(t)dt
∞∫
0

J(t)dt

1 2 3 4 5 6

0 100 9.999 10 9.999 10
0.1 57.5 7.147 7.173 4.978 5
0.5 56.6 6.385 6.406 0.3855 0.3846
1 59.4 6.359 6.376 0.1 0.099
5 62.7 6.3552 6.367 0.0038 0.0039
10 63.2 6.3548 6.366 0.00096 0.00099
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Сравнение значений интегралов от функции J(t) и её модуля показывает, что
суммарное воздействие J(t) (таб.1, пятый столбец) в течение времени ожидания t0
меньше суммарного воздействия |J(t)| (таб.1, третий столбец) и при увеличении
значений частоты затухания a это различие увеличивается на несколько поряд-
ков. Следовательно, несмотря на увеличение времени ожидания t0, при увеличе-
нии значений частоты a, эффект от воздействия процесса Z(t) на турбулентный
генератор будет уменьшаться.

Результаты моделирования и обсуждение

Исследуем влияние частоты затухающих колебаний a функционала подавле-
ния Z(t) на характер генерации магнитного поля при постоянном коэффициен-
те затухания b = 0.1. Результаты численного моделирования при заданных па-
раметрах модели представлены на фазовой плоскости управляющих парамет-
ров Rem, Rα (рис.2). На рисунке 2a изображены области трёх режимов генера-
ции магнитного поля (затухающий, регулярный, бесконечное возрастание магнит-
ного поля), полученные при постоянной интенсивности α-эффекта [6]. В сравне-
нии рассмотрим остальные результаты моделирования, когда введено подавление
турбулентного генератора процессом Z(t). Отметим, что использование в качестве
ядра функций J(t) = e0.1t [6] и J(t) = e0.1t cos0.1t привело к уменьшению области
неограниченного роста (белая область) магнитного поля и увеличению количе-
ства режимов генерации магнитного поля (рис.2 б, в). Схожие результаты (есть
небольшое отличие конфигураций областей с режимами васцилляции (жёлтая)
и динамо-всплеска (фиолетовая)) определяются близкими значениями числовых
характеристик (таб.1) выбранных функций ядра (рис.1), а влияние «хвостов» –
незначительно.

Таблица 2

Наличие осцилляций в поле скорости [Presence of oscillations in the
velocity field]

Режимы генерации a

магнитного поля 0.1 0.5 1 5 10

затухающий н н н н н
стационарный - н н н б
динамо-всплеск н м м б б
васцилляция н м м б б

регулярные н м
м б б

(б: [300,470]) (м: [180,300]) (м: [165,210]
[350,370])

хаотические - б б б б
Обозначения: н – нет; м – есть малой амплитуды (менее 0.05), б – есть большой амплитуды.

В скобках указаны интервалы по оси Rem.
[Notation: n – no; m – there is a small amplitude (less than 0.05), b – there is a large amplitude.

The intervals along the axis Rem are indicated in brackets]
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Рис. 2. Режимы генерации магнитного поля
на плоскости управляющих параметров Rem и
Rα: белая область – неограниченно возрастаю-
щий, красная – затухающий, зелёная – регуляр-
ный, синяя – стационарный, жёлтая – васцил-
ляция, фиолетовая – динамо-всплеск, серая –
хаотический. Интенсивность α-эффекта: а) по-
стоянна α0 [6] или определяется функцией Z(t)
с ядром J(t): б) e−0.1t [6], в) e−0.1t cos0.1t,
г) e−0.1t cos0.5t, д) e−0.1t cost, е) e−0.1t cos5t,
ж) e−0.1t cos10t.

[Figure 2. The modes of magnetic field generation on plane of the parameters Rem and Rα: the
white region is the increases infinitely magnetic field, the red one is the damped, the
green one is the steady, the blue one is the steady-state, the yellow one is the vacilla-
tion, the lilac one is the dynamo-burst, the grey one is the chaotic. The α-effect inten-
sity is: a) the α0 [6] or defined by the function Z(t) with the kernel J(t): б) e−0.1t [6],
в) e−0.1t cos0.1t, г) e−0.1t cos0.5t, д) e−0.1t cost, е) e−0.1t cos5t, ж) e−0.1t cos10t.]

При увеличении частоты затухающих колебаний (a≥ 0.5) области всех режимов
генерации магнитного поля на плоскости управляющих параметров модели сокра-
щаются и уменьшается разнообразие генерируемых режимов. На границе с обла-
стью неограниченного роста магнитного поля появляются области хаотического
режима, всегда сопровождающиеся осцилляциями в поле скорости. Начиная со
значения a = 1 при генерации регулярного режима магнитного поля, появляются
области с сильными осцилляциями в поле скорости (таб.2).
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Таким образом, можно сделать вывод, что включение в МГД-систему про-
цесса Z(t), регулирующего интенсивность α-эффекта, приводит к сокращению
области неограниченного роста магнитного поля при 0 < a < 1 (рис.2 в, г). В
этих границах изменения значений частоты a затухающих колебаний получе-
но большее разнообразие режимов генерации магнитного поля на фоне сла-
бо изменяющегося поля скорости по сравнению со случаем постоянной интен-
сивности α-эффекта (рис.2 a) [6]. Если сравнивать с результатами для функции
ядра J(t) = e0.1t (рис.2 б) [6], то при a= 0.1 наблюдается увеличение областей регу-
лярного режима и васцилляции, размеры которых сокращаются при увеличении a.

На основании полученных результатов численного моделирования и анализа
характеристик процесса Z(t) применимость модели при коэффициенте затуха-
ния b = 0.1 ограничена значениями частоты a ≤ 1, а также значениями управ-
ляющих параметров модели Rem, Rα, из которых должны быть исключены про-
межутки с большими амплитудами осцилляций в поле скорости.

Заключение

Использование в крупномасштабной модели αΩ-динамо в качестве регулятора
интенсивности α-эффекта процесса Z(t), который задаётся функционалом со зна-
копеременным ядром J(t) = e0.1t cosat, позволило получить такие виды генерации
магнитного поля, как стационарный, регулярный, васцилляция, динамо-всплеск,
на фоне слабо изменяющегося поля скорости для значений частоты затухающих
осцилляций a≤ 1 при условии исключения определённых значений управляющих
параметров Rem, Rα.

Область генерации бесконечно возрастающего магнитного поля уменьшилась в
сравнении с картиной на фазовой плоскости, полученной при постоянной интен-
сивности α-эффекта [6]. При увеличении значений частоты a до значения единица
области ограниченных незатухающих режимов генерации магнитного поля посте-
пенно уменьшаются по сравнению с картиной на фазовой плоскости для функции
ядра J(t) = e0.1t [6].

Увеличение значений частоты a приводит к увеличению времени ожидания,
но уменьшению суммарного накопленного эффекта и, как следствие, ослаблению
подавляющего воздействия процесса Z(t) на турбулентный генератор.
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This article considers a αΩ-dynamo large-scale model in a low-mode approximation.
The intensity of the α-effect is regulated by a process with hereditarity properties,
depending on the energy of the magnetic field. The nature of the process impact
is determined by an alternating kernel function with a variable damping frequency
and a constant damping coefficient equal to 0.1. Based on the results of numerical
simulation of the magnetic field generation modes, the boundaries for the values
of the model parameters are determined for which there are no oscillations in the
velocity field of a viscous liquid or they are insignificant. The results of magnetic field
generation modes simulation at various damping frequency values are displayed on
the phase plane of the control parameters. These parameters contain information
about large-scale and turbulent generators. The paper investigates the question
about the dynamics of changes in the pattern on the phase plane depending on the
value of the damping frequency and the waiting time. A comparison is made with
the results obtained earlier for the constant intensity of the α-effect and for the
intensity, the change of which is determined by the process with exponential kernel.
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Berechnung sonnenähnlicher Wechselfeldgeneratoren, Astron.Nachr., 1969, 291, 49-84.
[11] Zeldovich Ya. B., Rusmaikin A. A., Sokoloff D. D. Magnetic fields in astrophysics. The

Fluid Mechanics of Astrophysic andGeophysics.Gordon andBreach:NewYork, 1983, 382.
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