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В работе исследована краевая задача Дирихле в верхней полуплоскости для
уравнения в частных производных второго порядка, содержащего композицию
операторов дробного дифференцирования Римана-Лиувилля по одной из двух
независимых переменных. Рассматриваемое уравнение при целом значении по-
рядка дробного дифференцирования переходит в уравнение Лапласа от двух
независимых переменных. Получено представление решения исследуемой за-
дачи в явном виде (в терминах функции типа Миттаг-Леффлера) методом
интегрального преобразования Фурье. Найдены асимптотические оценки част-
ного решения и его производных. Доказаны теоремы о существовании и един-
ственности регулярного решения. Существование решения доказано в классе
непрерывных функций с весом в замкнутой полуплоскости. Единственность
решения доказана в классе непрерывно дифференцируемых функций по про-
странственной переменной и имеющих соответствующую непрерывную дроб-
ную производную с весом по временной переменной в замкнутой полуплоско-
сти.
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Введение

Рассмотрим уравнение

∂2

∂x2
u(x,y)+Dα0yD

β
0yu(x,y) = 0, (1)

где α,β ∈ (0,1], Dν0y – оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–
Лиувилля порядка ν [1, c. 9],

Dν0yu(x,y) =
1

Γ(−ν)

y∫
0

u(x,t)dt

(y− t)ν+1
, ν < 0;

Dν0yu(x,y) = u(x,y), ν= 0;

Dν0yu(x,y) =
∂n

∂yn
Dν−n0y u(x,y), n−1 < ν≤ n, n ∈ N.

Дифференциальные уравнения дробного порядка в последние годы исследуют-
ся очень активно. Это связано с широкими приложениями в физике и моделиро-
вании (см., например, [1], [3], [5], [14], [17], [18]). Укажем в этой связи монографии
[2], [4], [6], [13], [16], а также работу [7], содержащую более полную библиографию
по данному вопросу.

В работе [8] получено представление решения краевой задачи для уравнения
(1) в верхней полуплоскости в случае, когда α=β. В работе [9] исследована задача
Неймана для такого же уравнения. В работе [10] рассмотрено уравнение

Dα0xux+D
β
0yuy+c(x,y)u= 0, 0 < α,β < 1,

в области, целиком лежащей в первом квадранте, которая вместе с любой точкой
(x,y), принадлежащей ей, содержит интервалы с концами в точках (x,y),(x,0) и
(x,y),(0,y).

В данной работе исследуется краевая задача с условием типа Дирихле для урав-
нения (1) в верхней полуплоскости. Получено представление решения исследуемой
задачи методом интегрального преобразования Фурье.

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω = {(x,y) : x ∈ R, y > 0} на-
зовем функцию u(x,y) из класса: y1−βu(x,y) ∈ C( �Ω), u(x,y) ∈ C2,0(Ω), функция
u(x,y) имеет непрерывные производные по y порядка α+β (т.е.Dα0yD

β
0yu(x,y)) в

области Ω и удовлетворяет уравнению (1) в области Ω.
Задача. Найти в области Ω регулярное решение уравнения (1), удовле-

творяющее условию

lim
y→0Dβ−10y u(x,y) = τ(x), x ∈ R, (2)

где τ(x) – заданная непрерывная на всей действительной оси функция.
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Формулировка результатов

Теорема. Пусть α < β, τ(x) – ограниченная функция. Тогда функция
u(x,y), определенная по формуле

u(x,y) =

∞∫
−∞
τ(s)v(s−x,y)ds, (3)

где

v(x,y) =
yα+β−1 sin πα

α+β

π

∞∫
0

e−ω|x|ω
2α

α+βEα+β,α+β

(
−ω2yα+β

)
dω, (4)

является регулярным решением задачи (1), (2).

Здесь Eρ,µ (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(ρk+µ) – функция типа Миттаг–Леффлера [11].

Лемма 1. Справедлива оценка

|v(x,y)|≤ C yα+β−1

y
α+β
2 +α+ |x|1+

2α
α+β

(5)

где C−некоторая положительная постоянная.
Доказательство. Сделаем в формуле (4) замену переменной интегрирования

ω=
√
t

y(α+β)/2 , имеем равенство

v(x,y) =
y

α+β
2 −1−α sin πα

α+β

2π

∞∫
0

e
−

√
t

y
α+β
2

|x|

t
α

α+β−1/2Eα+β,α+β(−t)dt. (6)

Заметим, что если x= 0 имеем

v(x,y)|x=0 =
y

β−α
2 −1 sin πα

α+β

2π

∞∫
0

t
α

α+β−1/2Eα+β,α+β(−t)dt <∞. (7)

Теперь в интеграле (6) сделаем замену переменной t= lyα+β

|x|2
, тогда будем иметь

v(x,y) =
sin πα

α+βy
α+β−1

2π|x|1+
2α

α+β

∞∫
0

e−
√
ll

α
α+β−1

2 Eα+β,α+β

(
−
yα+βl

|x|2

)
dl.

Следовательно,

v(x,y) =O

(
yα+β−1

|x|1+
2α

α+β

)
, |x|→∞. (8)

Учитывая формулы (7) и (8) получаем оценку (5). Лемма 1 доказана. □
Лемма 2. Функция v(x,y) удовлетворяет уравнению (1) как функция пе-

ременных x и y.
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Доказательство. Из формулы (4) получим

vxx(x,y) =
sin πα

α+βy
α+β−1

2π

∞∫
0

e−ω|x|ω
2α

α+β+2Eα+β,α+β(−ω
2yα+β)dω. (9)

Теперь найдем функцию Dα0yD
β
0yv и сравним с интегралом (9). Подействуем опера-

тором Dβ0y, а затем оператором Dα0y на подынтегральную функцию в формуле (4)
(см. формулу дробного дифференцирования функции типа Миттаг-Леффлера [2,
с. 15])

Dα0yD
β
0yy

α+β−1Eα+β,α+β

(
−ω2yα+β

)
=Dα0yy

α−1Eα+β,α

(
−ω2yα+β

)
,

Dα0yy
α−1Eα+β,α

(
−ω2yα+β

)
= y−1Eα+β,0

(
−ω2yα+β

)
.

Вспомним формулу Eρ,µ(z) = 1
Γ(µ) + zEρ,µ+ρ(z). Тогда получим

y−1Eα+β,0

(
−ω2yα+β

)
=−ω2yα+β−1Eα+β,α+β

(
−ω2yα+β

)
.

Итак,

Dα0yD
β
0yv(x,y) = −

sin πα
α+βy

α+β−1

2π

∞∫
0

e−ω|x|ω2+
2α

α+βEα+β,α+β

(
−ω2yα+β

)
dω. (10)

Из формул (9) и (10) видим, что v(x,y) удовлетворяет уравнению (1), т. е.
vxx(x,y) = −Dα0yD

β
0yv(x,y). □

Лемма 3. Пусть α < β. Справедлива оценка

|vxx(x,y)|≤
Myα+β−1

y
3
2 (α+β)+α+ |x|3+

2α
α+β

. (11)

Доказательство. Делая замену ω=
√
t

y
α+β
2

в интеграле (9) имеем

vxx(x,y) =
sin πα

α+βy
−3

2 (α+β)+β−1

4π

∞∫
0

e
−

√
t

y
α+β
2

|x|

t
α

α+β+1
2Eα+β,α+β(−t)dt. (12)

При x= 0 отсюда имеем

vxx(x,y) =
sin πα

α+βy
−β

2−
3α
2 −1

4π

∞∫
0

t
α

α+β+1
2Eα+β,α+β(−t)dt. (13)

При t→∞ Eα+β,α+β(−t) = − t−2

Γ(−2(α+β)) +O(
1
t3
). Тогда, чтобы интеграл (13) сходил-

ся, должно быть t−
1
2+

α
α+β → 0 при t→ ∞ или α < β. Сделаем замену t = lyα+β

|x|2
в

интеграле (9). Будем иметь

vxx =
sin πα

α+βy
α+β−1

4π|x|3+
2α

α+β

∞∫
0

e−
√
ll

α
α+β+1

2Eα+β,α+β

(
−
lyα+β

|x|2

)
dl.
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Отсюда следует, что

vxx =O

(
yα+β−1

|x|3+
2α

α+β

)
, x→∞. (14)

Из формул (13) и (14) получаем оценку (11). Лемма 3 доказана.□
Доказательство теоремы 1. Согласно лемме 1

|u(x,y)|≤ Cyα+β−1

π

∞∫
−∞

|τ(s)|ds

y
α+β
2 +α+ |s−x|1+

2α
α+β

.

Так как sup
−∞<x<∞ |τ(x)|< K, где K – положительное число, то имеем оценку

|u(x,y)|≤ Kyβ−1
∞∫
0

dl

1+ l1+
2α

α+β

<Myβ−1, (15)

где M – некоторая постоянная.
Аналогично, по лемме 3 получаем

|uxx|≤ yα+β−1M2

∞∫
−∞

|τ(s)|ds

y
3
2 (α+β)+α+ |s−x|3+

2α
α+β

≤ C2y−α−1
∞∫
0

dη

1+η3+
2α

α+β

≤ K2y−α−1,

(16)

где M1,K2,C2 – положительные постоянные. Из леммы 2 следует, что аналогичная
оценка справедлива и для функции Dα0yD

β
0yu.

Итак, из оценок (15), (16) и леммы 2 следует законность внесения соответству-
ющих операторов дифференцирования ∂2

∂x2
и Dα0yD

β
0y под знак интегралов (3) и

(4).
Проверим, что полученное нами решение удовлетворяет условию (2). Применяя

оператор Dβ−10y к интегралу, в правой части формулы (3), имеем

lim
y→0Dβ−10y u(x,y) = lim

y→0
∞∫

−∞
τ(s)Dβ−10y v(s−x,y)ds, (17)

где

D
β−1
0y v(s−x,y) =

sin πα
α+βy

α

π

∞∫
0

e−ω|s−x|ω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−yα+βω2

)
dω.

или

D
β−1
0y v(s−x,y) =

sin πα
α+βy

α

π|s−x|
2α

α+β+1

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
yα+βω2

(s−x)2

)
dω.

Пусть ε – некоторое фиксированное положительное число, тогда интеграл (17)
можно переписать в виде

lim
y→0Dβ−10y u= lim

y→0
x−ε∫

−∞
+

x+ε∫
x−ε

+

∞∫
x+ε

τ(s)Dβ−10y v(s−x,y)ds.
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Сделав замену s−x= y
α+β
2 η, имеем

lim
y→0Dβ−10y u=

lim
y→0

sin πα
α+β

π

(−ε/yα+β
2∫

−∞
+

∞∫
ε/y

α+β
2

)τ(x+ηyα+β
2 )

|η|1+
2α

α+β

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
ω2

η2

)
dωdη+

lim
y→0

sin πα
α+β

π

ε/y
α+β
2∫

−ε/y
α+β
2

τ(x+y
α+β
2 η)−τ(x)

|η|1+
2α

α+β

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
ω2

η2

)
dωdη+

+ lim
y→02τ(x)

sin πα
α+β

π

ε/y
α+β
2∫

0

|η|−1−
2α

α+β

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
ω2

η2

)
dωdη. (18)

Из равенства (18) следует, что

lim
y→0Dβ−10y u= lim

y→0
2sin πα

α+β

π
τ(x)

ε/y
α+β
2∫

0

|η|−1−
2α

α+β

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
ω2

η2

)
dωdη.

Заменой ω= ηs, имеем

ε/y
α+β
2∫

0

η−1−
2α

α+β

∞∫
0

e−ωω
2α

α+βEα+β,α+1

(
−
ω2

η2

)
dωdη=

ε/y
α+β
2∫

0

dη

∞∫
0

e−ηss
2α

α+βEα+β,α+1(−s
2)ds=

∞∫
0

s
2α

α+βEα+β,α+1(−s
2)

ε/y
α+β
2∫

0

e−ηsdηds=

=

∞∫
0

s
2α

α+β−1Eα+β,α+1(−s
2)(1−e−sε/y

α+β
2 )ds,

получаем

lim
y→0Dβ−10y u=

2sin πα
α+βτ(x)

π

∞∫
0

s
2α

α+β−1Eα+β,α+1(−s
2)ds. (18)

Известно, что (формула 9.42 из [15])

∞∫
0

tδ−1Eξ,η(−λt
ε)dt= λ−

δ
ε
Γ(δε)Γ(1−

δ
ε)

εΓ(η− ξδ
ε )

,

где |argλ|< π
2 , ξ ∈ (0,2), ε > 0, δ ∈ (0,ε) если η ̸= ξ и δ ∈ (0,2ε) если η= ξ.
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Тогда имеем ∞∫
0

s
2α

α+β−1Eα+β,α+1(−s
2)ds=

π

2sin πα
α+β

.

Подставляя полученное в формулу (18) имеем

lim
y→0Dβ−10y u= τ(x).

Таким образом, функция u(x,y), определенная формулой (3), является регуляр-
ным решением уравнения (1), удовлетворяющим условию (2) в областиΩ. Теорема
1 доказана.

Теорема. Пусть ux, y1−αD
β
0yu ∈ C( �Ω), и пусть

lim
|x|→∞ux ·Dβ−10y u= 0, 0 < y <∞, (20)

lim
y→∞Dβ−10y u ·Dα−10y D

β
0yu= 0, −∞< x <∞. (21)

Тогда исследуемая задача имеет не более одного регулярного решения.

Доказательство. Докажем, что при выполнении условий теоремы 2 уравнение
(1) в верхней полуплоскости имеет только нулевое решение, если

lim
y→0Dβ−10y u(x,y) = 0,−∞< x <∞. (22)

Пусть a и b – некоторые положительные числа. Рассмотрим интеграл

a∫
−a

b∫
0

D
β−1
0y u · Ludxdy, L≡ ∂2

∂x2
+Dα0yD

β
0y.

Тогда

D
β−1
0y u ·Lu≡ (uxD

β−1
0y u)x−uxD

β−1
0y ux+(Dβ−10y u ·Dα−10y D

β
0yu)y−D

β
0yu ·D

α−1
0y D

β
0yu,

и, следовательно,
a∫

−a

b∫
0

D
β−1
0y u · Ludxdy=

b∫
0

{ux(a,y)D
β−1
0y u(a,y)−ux(−a,y)D

β−1
0y u(−a,y)}dy+

a∫
−a

{[Dβ−10y uDα−10y D
β
0yu]y=b−

−[Dβ−10y uDα−10y D
β
0yu]y=0}dx−

a∫
−a

b∫
0

{uxD
β−1
0y ux+D

β
0yu ·D

α−1
0y D

β
0yu}dxdy= 0. (23)

Из формулы (23) с учетом условий (20), (21) получаем

lim
a→∞ lim

b→∞
a∫

−a

b∫
0

{uxD
β−1
0y ux+D

β
0yu ·D

α−1
0y D

β
0yu}dxdy= 0.
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Отсюда, в силу положительности оператора дробного интегрирования [12], по-
лучаем

ux = 0, D
β
0yu= 0.

Первое равенство дает, что u(x,y) = u(y). Из второго равенства получаем, что

u(y) =
yβ−1

Γ(β)
.

Однако

lim
y→0Dβ−10y u(y) = lim

y→0Dβ−10y

yβ−1

Γ(β)
= 1,

что противоречит условию (25). Следовательно, u(x,y) = 0 в области Ω. Отсюда
следует утверждение теоремы 2. □

Заключение

Решена краевая задача, аналогичная задаче Дирихле, для обобщённого уравне-
ния Лапласа с дробной производной в верхней полуплоскости. Доказаны теоремы
о существовании и единственности решения. Результаты работы обобщают полу-
ченные ранее автором результаты (см. [8]).
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Solution of the boundary problem for the generalized Laplace
equation with a fractional derivative
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In this paper, we study the Dirichlet boundary value problem in the upper half-
plane for a second-order partial differential equation containing a composition of
Riemann-Liouville fractional differentiation operators with respect to one of two
independent variables. The equation under consideration, for an integer value of
the order of fractional differentiation, passes into the Laplace equation in two
independent variables. An explicit representation of the solution of the problem
under study (in terms of a function of the Mittag-Leffler type) is obtained by the
method of the integral Fourier transform. Asymptotic estimates for a particular
solution and its derivatives are found. Theorems on the existence and uniqueness
of a regular solution are proved. The existence of a solution is proved in the class
of continuous functions with weight in a closed half-plane. The uniqueness of the
solution is proved in the class of continuously differentiable functions with respect
to the spatial variable and having a corresponding continuous fractional derivative
with weight with respect to the time variable in a closed half-plane.

Key words: fractional derivative, Mittag-Leffler type function, generalized
Laplace equation with fractional derivative, Dirichlet problem.
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