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В работе исследуется нелокальная краевая задача для линейной системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений дробного порядка с постоянными коэффициен-
тами на отрезке [0,l]. Дробная производная порядка α ∈ (0,1] понимается в смысле
Римана–Лиувилля. Краевые условия связывают след дробного интеграла от искомой
вектор-функции на левом конце отрезка – в точке x= 0, со следом самой вектор функ-
ции на правом конце отрезка – в точке x = l. Цель настоящей работы – построение
явного представления решения данной задачи в терминах функции Грина. Исследо-
вана структура решения краевой задачи, определена и построена соответствующая
функция Грина, получено представление решения. Доказана теорема об однозначной
разрешимости исследуемой краевой задачи.
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Введение

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

Dα0xu(x)−Au(x) = f(x), 0 < α≤ 1, (1)

где D
γ
0t – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана–

Лиувилля [1, c. 9], u(x) = (u1(x), . . . ,un(x)) и f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) – соответствен-
но искомая и заданная вектор-функции, A = (aij) – действительная постоянная
квадратная матрица порядка n.

Уравнения с дробными производными в последнее время находят применение
в различных областях физики, химии, техники, биологии и других наук при опи-
сании математических моделей процессов с памятью и процессов, протекающих в
средах с фрактальной геометрией. В этой связи мы отсылаем читателя к моногра-
фиям [1] – [4].

В частности, как отмечено в работе [5], к системам уравнений с дробными про-
изводными приводят некоторые вопросы теории вязкоупругости [6], задача опреде-
ления напряжений и деформаций вращающегося пустотелого цилиндра [7], кроме
того, модель эпидемии лихорадки Эбола [8], модель влияния загрязнения окружа-
ющей среды на распространение заболевания [9].

Работы [10] – [18] посвящены аналитическому и численному исследованию ре-
шений задачи Коши для систем уравнений вида (1) с постоянными и перемен-
ными коэффициентами, с производными Римана–Лиувилля, Герасимова–Капуто
и Миллера–Росса. С помощью функции Миттаг-Леффлера матричного аргумен-
та были построены фундаментальные решения и представления решений задачи
Коши для таких систем с постоянными матричными коэффициентами.

В работе [19] исследована начальная задача для системы вида (1) с дробными
производными Джрбашяна–Нерсесяна, доказана теорема об однозначной её разре-
шимости и получено общее представление решений системы.

Отметим также работы [20] и [21], посвященные задачам оптимального управ-
ления для линейных систем уравнений дробного порядка с постоянными коэффи-
циентами.

В настоящей работе исследуется нелокальная краевая задача для системы урав-
нений (1) c краевыми условиями связывающими след дробного интеграла от ис-
комой вектор-функции на левом конце отрезка – в точке x = 0, со следом самой
вектор-функции на правом конце отрезка – в точке x = l. Исследована структу-
ра решения краевой задачи, определена и построена соответствующая функция
Грина, получено представление решения. Доказана теорема об однозначной разре-
шимости исследуемой краевой задачи.
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Вспомогательные сведения

Оператор Dνax дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана–
Лиувилля порядка ν определяется следующим образом [1, c. 9]:

Dνaxg(x) =
sign(x−a)

Γ(−ν)

x∫
a

g(t)dt

|x− t|ν+1
, ν < 0,

при ν≥ 0 оператор Dνax можно определить с помощью рекурсивного соотношения

Dνaxg(x) = sign(x−a)
d

dx
Dν−1ax g(x), ν≥ 0,

где Γ(z) – гамма-функция Эйлера.
Известно [10] (см. также [16], [19]), что решение задачи Коши

lim
x→0Dα−10x u(x) = u0, u0 = (u01, . . . ,u

0
n) (2)

для системы (1) имеет вид

u(x) =G0(x)u
0+

x∫
0

G0(x− t)f(t)dt, (3)

где

G0(x) = x
α−1Eα,α(Ax

α),

Eα,β(z) =

∞∑
i=0

zi

Γ(αi+β)
, α > 0, β > 0

– функция типа Миттаг-Леффлера [22].
Справедливы следующие свойства функции Миттаг-Леффлера матричного ар-

гумента [19]:

Eα,β(Az) =
1

Γ(β)
I+AzEα,β+α(Az); (4)

D
µ
0xx

β−1Eα,β(Ax
α) = xβ−µ−1Eα,β−µ(Ax

α), (β−µ > 0); (5)

(Dα0x−A)x
β−1Eα,β(Ax

α) =
xβ−α−1

Γ(β−α)
I, (β−α≥ 0); (6)

lim
x→0xβ−1Eα,β(Axα) =

{
0, β > 1,

I, β= 1,
(7)

где I – единичная матрица.
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Постановка задачи, определения и обозначения

Определение 1. Регулярным решением системы (1) будем называть функцию
u(x) ∈C(0,l], Dα−10x u(x) ∈C[0,l]∩C1(0,l) удовлетворяющую уравнению (1) в интер-
вале (0,l).

Задача 1. Найти решение системы (1), удовлетворяющее условиям

M lim
x→0Dα−10x u(x)+Nu(l) = u∗, u∗ = (u∗1, ...,u

∗
n), (8)

где M и N – заданные постоянные квадратные матрицы порядка n, u∗ –
заданный вектор с постоянными компонентами.

Пусть
Ω= {(x,t) : 0 < x < l,0 < t < l}.

Определение 2. Функцию Z(x,t) будем называть функцией Грина краевой
задачи (1), (8) если:

1) Dα−10x Z(x,t) ∈ C
(
Ω\ {x= t}

)
, Dα−10x Z(x,t) ∈ L(0,l) ∀x ∈ (0,l);

2) функция Z(x,t) является решением уравнения

DαltZ(x,t)−Z(x,t)A= 0, t ̸= x;

3) при x= t функция Dα−10x Z(x,t) имеет разрыв

lim
t→x−0Dα−1lt Z(x,t)− lim

t→x+0Dα−1lt Z(x,t) = I;

4) функция Z(x,t) удовлетворяет условию

M lim
x→0Dα−10x Z(x,t)+NZ(l, t) = 0, ∀t ∈ (0,l).

Пусть
det(M+NG0(l)) ̸= 0. (9)

Обозначим
G(x,t) =G0(x− t)η(x− t)−G0(x)K

−1NG0(l− t),

где η(x) – функция Хевисайда,

K=M+NG0(l).

Функция Грина

Теорема 1. Пусть выполняется условие (9), тогда функция G(x,t) есть
функция Грина краевой задачи (1), (8).

Доказательство. 1) Из формулы

Dα−10x G(x,t) =Dα−10x G0(x− t)η(x− t)−D
α−1
0x G0(x) ·K−1NG0(l− t), (10)

следует, что G(x,t) удовлетворяет свойству 1) функции Грина.
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2) Принимая во внимание следующие равенства

Dα−1lt G(x,t) =Dα−1xt G0(x− t)η(x− t)−G0(x)K
−1NDα−1lt G0(l− t), (11)

D
µ
xtG0(x− t) =D

µ
0zG0(z)|z=x−t, (12)

получим
DαltG(x,t) =D

α
xtG0(x− t)η(x− t)−G0(x)K

−1NDαltG0(l− t). (13)

Из (13) с учетом (6) и (12), получим

DαltG(x,t)−G(x,t)A= 0, t ̸= x. (14)

3) Из (11) следуют соотношения

lim
t→x−0Dα−1lt G(x,t) = I−G0(x)K

−1NDα−1lt G0(l− t),

lim
t→x+0Dα−1lt G(x,t) = −G0(x)K

−1NDα−1lt G0(l− t).

Последние соотношения дают

lim
x→t+0Dα−1lt G(x,t)− lim

x→t−0Dα−1lt G(x,t) = I. (15)

4) Из равенства (10), с учетом (5) и (7), получим

lim
x→0Dα−10x G(x,t) = −K−1NG0(l− t).

Из последнего равенства, вместе с равенством

G(l, t) =G0(l− t)−K
−1NG0(l− t),

вытекает
M lim

x→0Dα−10x G(x,t)+NG(l, t) =

=NG0(l− t)−(M+NG0(l))(M+NG0(l))
−1NG0(l− t) =

=NG0(l− t)−NG0(l− t) = 0. (16)

Из равенств (14), (15), (16) следует справедливость теоремы 1. □

Теорема существования и единственности

Теорема 2. Пусть det(M+NG0(l)) ̸= 0, f(x)∈C(0,l)∩L(0,l). Тогда существу-
ет единственное регулярное решение задачи (1), (8). Решение имеет вид

u(x) =
[
G(x,0)−G1(x,l)G0(l)

]
K−1u∗+

l∫
0

G(x,t)f(t)dt, (17)

где G1(x,t) =Dα−1lt G(x,t).
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Доказательство. Удовлетворяя (3) условию (8), получим

Mu0+NG0(l)u
0+N

l∫
0

G0(l− t)f(t)dt= u
∗. (18)

При условии (9) система (18) имеет единственное решение

u0 = (M+NG0(l))
−1

u∗−N l∫
0

G0(l− t)f(t)dt

 , (19)

и нелокальная краевая задача (1), (8) эквивалентно редуцируется к задаче Коши
(2), (3), в которой начальные условия определяются равенством (19). Следователь-
но, решение задачи (1), (8) единственно.

Покажем, что (17) является решением задачи 1. Замечая, что

G(x,0)−G1(x,l)G0(l) =G0(x),

равенство (17) можно переписать в виде

u(x) =G0(x)K
−1u∗+

l∫
0

G(x,t)f(t)dt. (20)

Обозначим первое и второе слагаемые в правой части (20) u∗(x) и uf(x) соответ-
ственно. Из (6) следует

Dα0xu∗(x) =Au∗(x). (21)

Функцию uf(x) запишем в виде

uf(x) =

x∫
0

G0(x− t)f(t)dt−G0(x)K
−1N

l∫
0

G0(x− t)f(t)dt= u
1
f(x)+u

2
f(x).

Пользуясь равенствами (4) и (5), получим

Dα0xu
1
f(x) =

d

dx

x∫
0

Dα−1xt G0(x− t)f(t)dt=

=
d

dx

x∫
0

[
I+A(x− t)αEα,α+1

(
A(x− t)α−1

)]
f(t)dt=Au1f(x)+ f(x). (22)

В силу равенства (6) имеем

Dα0xu
2
f(x) =Au

2
f(x). (23)

Из (21)–(23) следует, что функция u(x) является решением уравнения (1).
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Покажем, что функция u(x) удовлетворяет условию (8). Нетрудно заметить,
что

lim
x→0Dα−10x u∗(x) = K

−1u∗, u∗(l) =G0(l)K
−1u∗,

lim
x→0Dα−10x uf(x) =

l∫
0

lim
x→0Dα−10x G(x,t)f(t)dt, uf(l) =

l∫
0

G(l, t)f(t)dt.

Из последних равенств с учетом (16), получим

M lim
x→0Dα−10x u∗(x)+Nu∗(l) = (M+NG0(l))K

−1u∗ = u∗. (24)

M lim
x→0Dα−10x uf(x)+Nuf(l) =

l∫
0

[
M lim

x→0Dα−10x G(x,t)+NG(l, t)

]
f(t)dt= 0. (25)

Из (24) и (25) следует, что функция u(x) удовлетворяет условию (8). Таким обра-
зом, доказаны существование и единственность решения задачи 1. □

Заключение

В работе доказана теорема об однозначной разрешимости нелокальной краевой
краевой задачи для линейной системы уравнений в случае когда порядок дробной
производной Римана–Лиувилля не превышает единицы. Исследована структура
решения, построено представление решения в виде формулы Грина. Определена и
построена функция Грина исследуемой задачи. В дальнейшем это позволит иссле-
довать более общие постановки краевых задач для случаев систем с операторами
произвольного дробного порядка, в том числе и операторами обобщенного дроб-
ного дифференцирования.
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We study a nonlocal boundary value problem for a linear system of ordinary
differential equations of fractional order with constant coefficients on the interval
[0,l]. The fractional derivative of order α ∈ (0,1] is understood in the Riemann–
Liouville sense. The boundary conditions connect the trace of the fractional integral
of the desired vector function at the left end of the segment – at the point x = 0,
with the trace of the vector function itself at the right end of the segment at the
point x = l. The purpose of this work is to construct an explicit representation
of the solution of this problem in terms of the Green’s function. The structure
of the solution to the boundary value problem is investigated, the corresponding
Green’s function is defined and constructed, and the representation of the solution
is obtained. A theorem on the unique solvability of the boundary value problem
under study is proved.
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