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Операторы дробного интегро-дифференцирования широко применяются при
исследовании прикладных задач, изучающих математические модели физиче-
ских и геофизических процессов во фрактальных средах. Производная дроб-
ного порядка не является локальной, что демонстрирует поведение с долго-
временной памятью. Благодаря этому, модели динамических систем дробного
порядка более точные, чем целочисленные. В данной работе рассматривается
обратная задача для обобщенной математической модели биологического про-
цесса, характеризующей динамику численности популяции с возрастной струк-
турой. Обобщение определяется введением в уравнение производной дробного
порядка в смысле Капуто.
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Введение

Определение основных причин и факторов, которые влияют на изменение
численности биологических популяций является основным вопросом при изучении
динамики численности популяций. Наиболее эффективным способом исследова-
ния данного вопроса является разработка и анализ соответствующей математиче-
ской модели. Количественное математическое описание как динамики отдельных
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биологических популяций, так и сообществ, состоящих из многих взаимодейству-
ющих между собой популяций различных видов, имеет солидную историю.

Математическое исследование биологических проблем началось недавно. Лотка
в своей книге "Элементы физической биологии содержащей многочисленные при-
ложения математики к вопросам химии и биологии, рассмотрел случай двух видов,
получил геометрическую интерпретацию вариаций, оценил период колебаний.

Одной из первых моделей динамики роста популяций является модель, пред-
ложенная Мальтусом [1], в основе которой лежит задача о динамике численности
популяции. Это классическая модель неограниченного роста - геометрическая про-
грессия в дискретном представлении xn+1 = qxn, или экспонента в непрерывном
случае. Она может быть записана в виде

dN(t)

dt
= µN(t), N(t) =N(0)eµt,

где N(t) – численность популяции, µ – разность между коэффициентами рождае-
мости и смертности.

При µ > 0 данная модель дает безграничный экспоненциальный рост числен-
ности популяции. Но этот эффект не наблюдается в природных популяциях, где
ресурсы, обеспечивающие рост, всегда ограничены.

Базовые модели способствуют описанию некоторых качественных свойств жи-
вых систем в математической биологии ([2], с. 15). Известное уравнение Мак-
Кендрика – фон Ферстера вида [3], [4] используется для описания развития за-
мкнутой популяции особей с учетом межвозрастных взаимодействий.

В данной работе рассматривается обратная задача для обобщенной математи-
ческой модели биологического процесса, характеризующей динамику численности
популяции с возрастной структурой.

Обобщение определяется введением в уравнение Мак-Кендрика – фон Ферстера
производной дробного порядка в смысле Капуто.

Производная дробного порядка не является локальной, что демонстрирует по-
ведение с долговременной памятью. Благодаря этому, модели динамических си-
стем дробного порядка более точные, чем целочисленные. Другими словами, при-
менение аппарата дробного исчисления позволяет осуществить учет влияния био-
логического явления последействия на численность популяции или на ее биомассу
([5], с. 109).

Прямая задача

В области Ω = {(x,t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1} исследуем математическую модель
популяции биологических объектов

∂α0tu(x,t)+ux(x,t) = −c(x)u(x,t), 0≤ x≤ 1, 0≤ t≤ 1; (1)
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u(0,t) =

1∫
0

M(ξ)u(ξ,t)dξ, 0≤ t≤ 1; (2)

u(x,0) =φ(x), 0≤ x≤ 1. (3)

Здесь u(x,t) – плотность популяции возраста x в момент времени t, c(x) – коэф-
фициент скорости смертности объектов, φ(x) – начальное распределение плотно-
сти объектов и M(x) – относительный коэффициент скорости рождения объектов.
Функции c(x), M(x), φ(x) положительны, ∂α0tg(x,t) = D

α−1
0t g ′(x,t) – регуляризо-

ванная дробная производная (производная Капуто) ([6], с. 11), 0 < α ≤ 1, Dα0t –
оператор дробного интегро-дифференцирования Римана – Лиувилля ([6], с. 9).

Уравнение вида (1) были рассмотрены многими авторами. Для линейного диф-
ференциального уравнения вида (1) с постоянными коэффициентами решена за-
дача Коши в прямоугольной области в работе [7]. Для уравнения (1) с оператором
Римана-Лиувилля с переменными коэффициентами в работе [8] доказана теоре-
ма об однозначной разрешимости краевой задачи в прямоугольной области, а в
работе [9] для того же уравнения доказаны теоремы существования и единствен-
ности решения задачи Коши в нелокальной постановке. В [10] рассмотрена краевая
задача для уравнения в частных производных дробного порядка, не превосходя-
щего единицу в области с криволинейной границей. При α = 1 в работе [11] была
рассмотрена динамика популяции, основанная на возрастной модели, учитываю-
щей эффект «насыщения», в работе [12] рассмотрена конечно-разностная модель,
позволяющая описать возрастную структуру изолированной популяции. Также ав-
тором были рассмотрены различные краевые задачи для обобщенного уравнения
Мак-Кендрика – фон Ферстера в работах [13] – [14].

Условие (2) называется уравнением рождаемости ([5], с. 121), где u(0,t) — плот-
ность численности новорожденных особей популяции.

Начальное условие (3) необходимо для изучения динамики возрастной струк-
туры популяции.

Решение задачи (1)-(3) для заданных c(x), M(x) и φ(x) может быть представ-
лено в виде [13]

u(x,t) = e
−

x∫
0

c(ξ)dξ

 t∫
0

ψ(η)ω(x,t−η)dη+

x∫
0

φ(ξ)e
−

ξ∫
0

c(s)ds

ω(x−ξ,t)dξ

 , (4)

если выполняется условие согласования

φ(0) =

1∫
0

M(ξ)φ(ξ)dξ, (5)

и

ω(x,t) = xα−1/te1,01,α(−x
α/tα), ψ(t) = F(t)−

t∫
0

R(t−η)F(η)dη,
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где R(t−η) – резольвента ядра M1(t−η)

M1(t−η) =

1∫
0

M(ξ)e
−

ξ∫
0

c(s)ds 1

t−η
e1,01,α

(
−

ξ

(t−η)α

)
dξ,

F(t) = u(0,t)+

1∫
0

M(ξ)e
−

ξ∫
0

c(s)ds
ξ∫
0

φ(ξ1)e
−

ξ1∫
0

c(s1)ds1 1

ξ−ξ1
e0,11,α

(
−
ξ−ξ1
tα

)
dξ1dξ,

где e1,µ1,ρ(z) =
∞∑
n=0

zn

n!Γ(µ−ρn) — функция Райта ([15], стр. 23).

Обратная задача

Рассмотрим обратную задачу. Пусть M(x) и φ(x) заданы, а c(x) – неизвест-
на. Необходимо определить эту функцию при заданном дополнительном условии
задачи (1)–(3)

u(x,t0) = p(x), 0≤ x≤ 1,0≤ t0 ≤ 1, (6)

где p(x) – известная положительная функция.
Пусть положительная непрерывная функция c(x) является решением этой об-

ратной задачи. Выведем нелинейное интегральное уравнение для этой функции.
Обозначим в формуле (4)

C(x) = e
−

x∫
0

c(ξ)dξ

, (7)

а также положим в (4) t= t0 и применим условие (6). Получим

p(x)C(x)−

x∫
0

φ(ξ)C(ξ)ω(x−ξ,t0)dξ=

t0∫
0

ψ(η)ω(x,t0−η)dη. (8)

Уравнение (8) является интегральным уравнением Вольтерра 3-го рода. Со-
гласно условию p(x)> 0 из (8) получаем

C(x)−

x∫
0

C(ξ)K(x,ξ)dξ= f(x), (9)

где

K(x,ξ) =
1

p(ξ)
φ(ξ)ω(x−ξ,t0), f(x) =

t0∫
0

ψ(η)

p(x)
ω(x,t0−η)dη.

Уравнение (9) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода, реше-
ние которого имеет вид

C(x) = f(x)+

x∫
0

f(ξ)R(x,ξ)dξ,
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где R(x,ξ) – резольвента ядра K(x,ξ) и выписывается в виде

R(x,ξ) =

∞∑
n=0

Kn+1(x,ξ),Kn+1(x,ξ) =

x∫
ξ

K(x,s)Kn(s,ξ)ds.

Сделав обратную замену (7), получим

c(x) =
d

dx
ln

f(x)+ x∫
0

f(ξ)R(x,ξ)dξ

 . (10)

Сформулируем теорему
Теорема. Пусть функции M(x), φ(x), p(x) – положительны и непрерывны

на [0,1]. Тогда существует решение обратной задачи (1)–(8) с дополнитель-
ным условием (6) в области Ω, которое представимо в виде (10).

Заключение

Таким образом в работе была рассмотрена обратная задача для обобщенной ма-
тематической модели биологического процесса, характеризующей динамику чис-
ленности популяции с возрастной структурой. Обобщенная математическая мо-
дель содержит производную дробного порядка в смысле Капуто.
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Fractional integro-differentiation operators are widely used in the study of applied
problems that study mathematical models of physical and geophysical processes
in fractal media. The fractional order derivative is not local, which exhibits
behavior with long-term memory. Due to this, the models of dynamical systems
of fractional order are more accurate than integer ones. In this paper, we consider
an inverse problem for a generalized mathematical model of a biological process that
characterizes the dynamics of a population with an age structure. The generalization
is defined by introducing a derivative of a fractional order in the sense of Caputo
into the equation.
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