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Статья посвящена математическому моделированию областей повышенных де-
формаций земной коры, возникающих при подготовке камчатских землетрясе-
ний. Для этого произведено обобщение классической модели косейсмических де-
формаций земной коры, которое заключалось во введении повышающих коэффи-
циентов, зависящих от эффективности снятия энергии упругих деформаций. На
основании разработанной модели произвдено моделирование полей деформации,
возникающих при подготовке двух камчатских землетрясений. Показано, что об-
ласти повышенных деформаций распространяются на сотни километров от очагов
готовящихся землетрясений как на поверхности земной коры, так и в ее толще.
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Введение

Принято считать, что при подготовке сейсмических событий ведущую роль
играют механические процессы. Они обуславливают появление повышенных на-
пряжений, приводящих к деформациям земной коры вокруг очага землетрясения.
Эти изменения напряженно-деформированного состояния пород прямо или опосре-
довано приводят к возникновению аномалий в различных геофизических полях:

Финансирование. Исследование выполнено в рамках реализации государственно-
го задания АААА-А21-121011290003-0
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акустической эмиссии [1], электромагнитном излучении [2], геомагнитном поле [3],
ионосфере [4]. Такие аномалии классифицируются как предвестники землетрясе-
ний и наблюдаются во многих сейсмоактивных регионах планеты, в том числе
и на Камчатке [5, 6, 7, 8, 9]. Исследованию процессов, протекающих в геосфере
посвящен обширный перечень работ. Основные концепции геодинамики подробно
описали Д. Туркот и Дж. Шуберт [10]. Они привели математическое описание об-
ширного перечня физических процессов твердой Земли, а также дополнили его вы-
числительными аспектами. Актуальные концепции механики очага землетрясения
описал K. Шольц [11]. Теория распространения сейсмических волн, возбуждаемых
землетрясениями, и методы обработки сейсмологических данных рассмотрены в
работе К. Аки и П. Ричардса [12]. Компактные аналитические решения для рас-
чета напряженно-деформированного состояния земной коры в случае однородного
изотропного упругого полупространства вывел в своих работах Ю. Окада [13, 14].
Им были рассмотрены решения как для точечного источник напряжений, так и
для равномерно распределенного по прямоугольной площадке. Дальнейшие рабо-
ты взяли за основу труды Ю. Окада и обобщили предложенную им модель на
более сложные случаи упругой среды. Например, на случай однородной упругой
сферы [15] и слоистой упругой сферы [16]. И. П. Добровольский [17] привел мате-
матическое описание процесса подготовки землетрясения. Он в своих работах ввел
понятие зоны проявления предвестников и показал, что ее размер будет обуслов-
лен энергией готовящегося землетрясения. Также И. П. Добровольский предложил
ограничить размеры этой зоны границами, за которыми аномалии в деформациях
не будут превышать фоновый деформационный процесс с уровнем относительных
деформаций порядка 10−8. A. С. Алексеев с соавторами [18] связал аномалии в
геофизических полях, возникающие в сейсмоактивных регионах, с образованием
областей нелинейного разуплотнения геосреды – зон дилатансии.

Так же ранее проводилось моделирование полей напряжений и деформаций,
возникающих вокруг очагов камчатских землетрясений. При этом использовал-
сиь такие модели очага, как: точечный источник в виде единичной силы [19] и
двойной силы [20, 21], распределенный источника в виде прямоугольной площад-
ки [22]. Проведено сравнительное моделирование полей деформаций с использова-
нием этих моделей очага [23]. Показано, что предпочтительно использовать модель
распределенного источника в виде прямоугольной площадки, как более точно опи-
сывающую силовое воздействие, возникающее в очаге землетрясения.

Используя предложенный А. С. Алексеевым и его соавторами подход, В. А. Сал-
тыков и Ю. А. Кугаенко произвели моделирование зон дилатансии, возникающих
при подготовке камчатских землетрясений [22]. Отличительная особенность их ра-
боты с точки зрения моделирования заключалась в учете полной накопленной
энергии упругих деформаций при подготовке землетрясений. Для этого они ис-
пользовали типовые значения КПД землетрясений.

Однако общая оценка областей повышенных деформаций земной коры при под-
готовке камчатских землетрясений с учетом полной энергии упругих деформаций
ранее не проводилась. В настоящей работе предлагается подход к оценке таких об-
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ластей. Известная модель косейсмических деформаций земной коры [14] обобщена
для расчета поля напряжений при подготовке камчатских землетрясений.

Математическая постановка задачи

Известно, что очаг тектонического землетрясения возникает в результате раз-
рядки напряжений, накопленных упругой средой в процессе тектонической дефор-
мации. В результате этой разрядки возникает область разрыва сплошности среды,
накопленная упругая энергия деформации переходит в неупругую. Подробное опи-
сание дислокационной теории очага можно найти в работе К. Аки и П. Ричард-
са [12]. Согласно этой теории, очаг землетрясения можно описать через подвижку
по поверхности разрыва. Примечательно, что подвижка по разрыву возбуждает те
же сейсмические волны, что и распределенная на разрыве некоторая система сил
с нулевым суммарным моментом. В общем виде распределение сил может иметь
различный вид, но в случае изотропной среды его всегда можно выбрать как по-
верхностное распределение двойных пар сил. Ограничимся рассмотрением плоской
площадки разрыва. Такая модель очага землетрясения схематически представлена
на рис. 1.

N

Рис. 1. Схематическое описание модели очага со следующими параметрами: α –
угол падения, β – угол простирания, δ – угол направления подвижки, C– глубина
гипоцентра, L – длина площадки, W – ее ширина, N – направление на север (ось
сонаправлена с OY), Σ – плоскость разрыва
[Figure 1. Schematic description of the earthquake source model with the following
parameters: α is the dip angle, β is the strike angle, δ is the angle of displacement
direction, C is the hypocenter depth, L is the plane length, W is its width, N is the
North direction (the axis is aligned with OY), Σ is the fault plane]
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Рассматривая земную кору в виде однородного изотропного упругого полу-
пространства, дадим строгое математическое описание приведенной выше модели.
Воспользуемся положениями классической теории упругости и рассмотрим систе-
му дифференциальных уравнений Навье, описывающую упругие деформации под
действием массовых сил:

µ
∂2ui

∂x2j
+(λ+µ)

∂2ui
∂xi∂xj

+Xi = 0, i, j= 1..3, (1)

где λ,µ – коэффициенты Ламе, Xi – массовые силы.
В случае, когда массовые силы Xi распределены в некотором объеме простран-

ства V и на бесконечности принимают нулевые значения, можно воспользоваться
решениями Кельвина для определения поля перемещений [24]. Отметим, что очаг
землетрясения расположен достаточно близко к поверхности Земли. Массовые, си-
лы возникающие, в очаге значимо отличны от нуля вблизи поверхности Земли. Это
не позволяет воспользоваться решениями Кельвина.

Определим поверхность Земли как плоскость z= 0. И зададим на этой плоско-
сти граничные условия следующего вида:

σzx|z=0 = σzy|z=0 = σzz|z=0 = 0. (2)

Один из подходов решения такой задачи был предложен Р. Миндлиным [25, 26].
Сам подход был основан на комбинации решений Кельвина для сил, располо-
женных в противоположных частях упругого полупространства. В своих работах
Р. Миндлин привел аналитические решения для поля перемещений под действием
различно направленных сил, приложенных к одной точке упругого полупростран-
ства.

Рассмотрим Декартову систему координат. Тогда в соответствии с работами
Р. Миндлина uji – i-ый компонент вектора перемещений в точке (x1,x2,x3), со-
ответствующий единичной силе величины F в точке (ξ1,ξ2,ξ3) и направлении j,
может быть представлен следующим образом:

u
j
i(x1,x2,x3) = u

j
iA(x1,x2,−x3)−u

j
iA(x1,x2,x3) (3)

+ujiB(x1,x2,x3)+x3u
j
iC(x1,x2,x3)

u
j
iA = F

8πµ

[
(2−α)

δij
R +α

RiRj
R3

]
u
j
iB =

F
4πµ

[
δij
R +

RiRj
R3

+ 1−α
α

(
δij
R+R3

+
Riδj3−Rjδi3(1−δj3)

R(R+R3)
−

RiRj
R(R+R3)2

(1−δi3)(1−δj3)
)]

uiC = F
4πµ(1−2δi3)

[
(2−α)

Riδj3−Rjδi3
R3

+αξ3

(
δij
R3

−
3RiRj
R5

)]
,

(4)

где α = (λ+ µ)/(λ+ 2µ), µ и λ – коэффициенты Ламе, δij – символ Кронекера,
R1 = x1−ξ1, R2 = x2−ξ2, R3 =−x3−ξ3, R2 = R21+R

2
2+R

2
3.
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Для того чтобы получить решения в виде так называемых «ядер деформации»
будем брать соответствующие частные производные от uji(x1,x2,x3) по координатам
ξk:

∂u
j
i(x1,x2,x3)

∂ξk
=
∂u

j
iA(x1,x2,−x3)

∂ξk
−
∂u

j
iA(x1,x2,x3)

∂ξk
(5)

+
u
j
iB(x1,x2,x3)

∂ξk
+x3

∂u
j
iC(x1,x2,x3)

∂ξk

Дж. А. Стекетте [27], воспользовавшись принципом дислокаций Вольтер-
ра, показал, что поле перемещений uk(x1,x2,x3), соответствующее подвижке
∆uj(ξ1,ξ2,ξ3) вдоль поверхности Σ внутри однородного упругого пространства, мо-
жет быть выражено следующим образом:

ui =
1

8πµ

∫∫
Σ

∆ukω
i
kjνjdΣ, (6)

где νj – направляющие косинусы нормали к поверхностному элементу dΣ.
Элементы ωikj могут быть выражены через решения Р. Миндлина (5). В этом

случае интеграл (6) будет представлен следующим образом:

u=
1

F

∫∫
Σ

∆uk

[
λδkj

∂uni
∂ξn

+µ
(∂uki
∂ξj

+
∂u

j
i

∂ξk

)
νj

]
dΣ, (7)

где δjk – символ Кронекера, λ и µ – коэффициенты Ламе,
νk – направляющие косинусы нормали к поверхностному элементу dΣ,
u
j
i – i-ый компонент вектора перемещений в точке (x1,x2,x3), соответствую-

щий точечной силе величины F в точке (ξ1,ξ2,ξ3) и направлении j. Если k = j,
то ∂uki /∂ξj – это ядро деформации, соответствующее перемещениям от центра
дилатации, а ∂uni /∂ξn – соответствующее двойной силе без момента. Если k 6= j, то
(∂uki /∂ξj+∂u

j
i/∂ξk) – ядра деформации, соответствующие полю перемещений под

действием двух перпендикулярных пар двойных сил с моментами.
Будем считать вектор подвижки ∆u постоянным и равным вектору

U(U1,U2,U3). Тогда выражение для поля перемещений, возникающего под дей-
ствием подвижки величины U1 =Ustrike по направлению простирания поверхности
разрыва, примет следующий вид:

u=
(λ+µ)U1
8π(λ+2µ)

∫∫
Σ

[
−
(∂u1
∂ξ2

+
∂u2

∂ξ1

)
sin(δ)+

(∂u1
∂ξ3

+
∂u3

∂ξ1

)
cos(δ)

]
dΣ (8)

Аналогично получим выражение для поля перемещений, возникающего под
действием подвижки величины U2 = Udip по направлению падения поверхности
разрыва:

u=
(λ+µ)U3
8π(λ+2µ)

∫∫
Σ

[(∂u2
∂ξ3

+
∂u3

∂ξ2

)
cos(2δ)+

(∂u3
∂ξ3

−
∂u2

∂ξ2

)
sin(2δ)

]
dΣ (9)
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В случае прямоугольного источника с линейными размерами L и W поверх-
ностный интеграл (7), опуская подинтегральное выражение, будет выглядеть сле-
дующим образом:

u=

∫L
0
dξ ′
∫W
0
dη ′. (10)

Если стороны прямоугольной площадки с длинами L и W сориентированы па-
раллельно и перпендикулярно направлению простирания разрыва среды соответ-
ственно, ξ ′ и η ′ – это подстановки следующего вида:

x→ x−ξ ′,

y→ y−ζ ′ ·cos(δ),
c→ c−ζ ′ · sin(δ),

(11)

где δ – угол падения.
Для упрощения интегрирования введем еще ряд подстановок:

{
x−ξ ′ = ξ,

p−ζ ′ = ζ
⇒

x→ ξ,

y→ ζ ·cos(δ)+q · sin(δ),
d→ ζ · sin(δ)−q ·cos(δ),
p→ ζ.

(12)

где p= y ·cos(δ)+d · sin(δ), d= c−z.
Тогда интеграл (10) будет выражен в виде:

u=

x −L∫
x

dξ

p −W∫
p

dζ (13)

Компактные аналитические решения приведенной модели можно найти, напри-
мер, в работе Ю. Окада [14].

Учет накопленной энергии упругих деформаций при
подготовке землетрясения

Отметим, что напряженно-деформированное состояние земной коры при под-
готовке землетрясений определяется полной накопленной энергией. Очевидно, что
эта энергия существенно больше, чем высвободившаяся энергия упругих деформа-
ций в момент землетрясений. Произведем учет полной энергии упругих деформа-
ций через введение повышающих коэффициентов для характеристик очага гото-
вящегося землетрясения.

Оценку линейных размеров площадки разрыва L (км) и W (км), а также ве-
личину подвижки U (см) для камчатских землетрясений можно произвести по
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корреляционным формулам [28]:

lg(L) = 0.75 ·MW−3.60,

lg(W) = 0.75 ·MW−1.45, (14)

lg(U) = 0.75 ·MW−0.37,

где MW – моментная магнитуда.
В общем виде формулы (14) имеют вид:

lg(NE) = a ·MW−b, (15)

где a и b – некоторые коэффициенты, NE – характеристика очага землетрясения,
рассчитанная с учетом высвободившейся энергии упругих деформаций.

Коэффициент эффективности снятия энергии упругих деформаций:

η=
E

W
, (16)

где W – полная энергия упругих деформаций в области, включающей в себя очаг
землетрясения, до активизации разлома.

В выражении (15) выразим моментную магнитуду через энергию землетрясения
E, используя уравнение Гутенберга-Рихтера: E = 101.5MW+5.Избавившись от знака
логарифма, придем к следующему соотношению:

NE =
( E
105

)(2/3)a
·10b. (17)

Заменяя в выражении (17) энергию землетрясения E на полную энергию упру-
гих деформаций W, выраженную в свою очередь через E и η из формулы (16),
придем к следующему соотношению:

NW =

(
1

η

)(2/3)a

·NE, (18)

гдеNW – характеристика очага землетрясения, рассчитанная с учетом полной энер-
гии упругих деформаций, а коэффициент вида (1/η)(2/3)a несет в себе смысл по-
вышающего коэффициента для корреляционных формул (14), позволяющий рас-
считать напряженно–деформированное состояние земной коры с учетом полной
энергии упругих деформаций при подготовке землетрясения.

Существуют различные подходы к оценке как эффективных сбрасываемых на-
пряжений [29, 30], так и к оценке эффективности снятия энергии упругих деформа-
ций. Например, наиболее точный подход к оценке коэффициента эффективности
снятия энергии упругих деформаций η, требующий реконструкции тектонических
напряжений в сейсмоактивном регионе, описан Ю.Л. Ребецким [31]. И. П. Добро-
вольский [17] предложил менее точный, но более простой для вычислений вариант
оценки данного коэффициента:

η= 100.26MW −2.93. (19)

Ввиду трудоемкости реконструкции тектонических напряжений в каждом кон-
кретном сейсмоактивном регионе, в дальнейших расчетах будем опираться именно
на формулу (19), предложенную И. П. Добровольским.
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Вычислительный эксперимент

Ввиду линейности дифференциальных уравнений Навье, заложенных в основу
модели, решение в случае произвольно ориентированной подвижки, не ассоцииро-
ванной с раздвигом, может быть получено в виде линейной комбинации решений
для подвижек по направлению простирания и падения. Величины соответствую-
щих компонентов вектора подвижки:

Ustrike =U ·cos(δ), (20)

Udip =U · sin(δ), (21)

где Ustrike – компонент вектора подвижки по простиранию, Udip – по падению, δ –
угол направления подвижки.

Перейти от перемещений к напряжениям и деформациям можно при помощи
следующих выражений:

σij = λδijεii+2µεij, (22)

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
. (23)

Для пересчета географических координат в декартовы воспользуемся проек-
цией Меркатора. С целью упрощения расчетов в случае каждого землетрясения
построим дополнительную систему координат с началом в точке эпицентра земле-
трясения и повернутую относительной оси OZ исходной системы на угол β−90◦.
Таким образом, оси OX ′ и OY ′ окажутся параллельны проекциям сторон L и W
площадки подвижки на плоскость z= 0.

Некоторые параметры очага землетрясения (α,β,δ,C) могут быть взяты непо-
средственно из Гарвардского каталога механики очагов землетрясений «CMT
Catalog». Оценку линейный размеров площадки разрыва L и W, а также вели-
чину подвижки U с учетом полной энергии упругих деформаций при подготовке
землетрясения произведем по формулам (14, 18, 19). Параметры упругого полу-
пространства примем следующими: ν= 3.675 ·1010Н/м2, λ= 3.675 ·1010Н/м2. Такие
значения коэффициентов Ламе ν и λ соответствуют крепким горным породам.

Произведем моделирование областей повышенных деформаций земной коры
при подготовке двух землетрясений, произошедших у берегов Камчатки. Земле-
трясение № 1 с магнитудойMW = 5.3 произошло 05.01.2022 в 7:22:29.0, координаты
эпицентра – 56.03 с.ш., 165.08 в.д., глубина гипоцентра – 15.1 км. Землетрясения
№ 2 с магнитудой MW = 5.0 произошло 23.06.2022 в 1:45:19.5, координаты эпицен-
тра – 50.34 с.ш., 157.64 в.д., глубина гипоцентра – 41.8 км.

Вычисление выполним на прямоугольной географической сетке с шагом
τ = 0.005◦. Координата верхнего левого угла сетки: (Clat− 8.0◦,Clon+ 8.0◦); коор-
динаты правого нижнего угла стеки: (Clat+ 8.0◦,Clon− 8.0◦), C – точка с коорди-
натами эпицентра землетрясения, Clat и Clon – значение широты и долготы точки
соответственно.
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a) b)

Рис. 2. Области сдвиговых деформаций, определяемые компонентом εxy тензора
деформации, на поверхности земли z = 0, перед землетрясением № 1 (a) и земле-
трясением № 2 (b). Отрицательные значения соответствуют области сжатия, поло-
жительные – области растяжения.
[Figure 2. Zones of relative shear deformations, determined by the strain tensor
component εxy, on the Earth’s surface z = 0 before earthquake No. 1. (a) and
earthquake No. 2. (b). Negative values correspond to the compression region, positive
values – to the stretching region]

a) b)

Рис. 3. Значения компонента εxx тензора деформации в плоскости сечения
y= 0, определяющего деформации пород при подготовки землетрясения № 1 (a) и
землетрясения № 2 (b). Отрицательные значения соответствуют области сжатия,
положительные – области растяжения.
[Figure 3. Values of the deformation tensor component εxx in the section plane y = 0,
determine the deformations of rocks during the preparation of earthquake № 1 (a) and
earthquake № 2 (b). Negative values correspond to the compression region, positive
values – to the stretching region]
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Результаты моделирование представлены на рис.2–4.

a) b)

Рис. 4. Значения компонента εyy тензора деформации в плоскости сечения y = 0,
определяющего деформации пород при подготовке землетрясения № 1 (a) и зем-
летрясения № 2 (b). Отрицательные значения соответствуют области сжатия, по-
ложительные – области растяжения.
[Figure 4. Values of the deformation tensor component εyy in the section plane y = 0,
determine the deformations of rocks during the preparation of earthquake № 1 (a) and
earthquake № 2 (b). Negative values correspond to the compression region, positive
values – to the stretching region]

Результат моделирования показывает, что при подготовке камчатских
землетрясений деформационные возмущения, превышающие приливные
(> 10−8), могут распространяться на расстояния до сотен километров от источни-
ка готовящегося землетрясения. Так, на рис. 2 видно, что области повышенных
относительных сдвиговых деформаций, определяемые компонентом εxy тензора
деформаций, распространяются на расстояние ≈ 300 км в разных направлениях
от источника землетрясения № 1 на поверхности Земли. При подготовке землетря-
сения № 2 аналогичные области распространяются на меньшее расстояние. Это
связано с более низкой энергетикой и большей глубиной гипоцентра по сравнению
с землетрясением № 1. Кроме этого наблюдается несколько большая ассиметрия
областей, что является причиной большего угла падения плоскости разрыва
землетрясения № 2. Относительные деформации, определяемые компонентами
тензора деформации εxx и εyy, затухают с глубиной на расстоянии ≈ 100 км при
подготовке землетрясение № 1 и ≈ 200 км при подготовке землетрясения № 2.

Заключение

Механические процессы при подготовке землетрясений вызывают изменения
напряженно-деформированного состояния земной коры вокруг очагов. Эти изме-
нения приводят к возникновению аномалий в различных геофизических полях,
наблюдаемых в сейсмоактивных регионах планеты, в том числе и на Камчатке.
Применение методов математического моделирования позволяет обосновать воз-
можность возникновения аномалий под действием очага готовящегося землетря-
сения.
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В настоящей работе описан подход к оценке областей повышенных деформаций
земной коры при подготовке камчатских землетрясений. Предложено обобщение
классической модели расчета косейсмических деформаций при помощи введения
повышающих коэффициентов, зависящих от эффективности снятия энергии упру-
гих деформаций. Показано, что при подготовке двух камчатских землетрясений
с магнитудами MW ≈ 5, области повышенных деформаций распространяются на
расстояния до сотен километров от очагов землетрясений.

Перспективным с точки зрения дальнейшего обобщения модели является во-
прос распределения силового воздействия по плоскости разрыва Σ. Полагая его
отличным от равномерного, можно вводить различные функции распределения,
получая при этом новые решения модели. Вопрос получения аналитических реше-
ний, как в случае классической модели, остается открытым, и требует дальнейшего
исследования.
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The article is devoted to mathematical modeling of increased deformations areas of
the Earth’s crust that occur during the preparation of Kamchatka earthquakes. For
this purpose, a generalization of the classical model of the Earth’s crust co-seismic
deformations, proposed by Yu. Okada, was made. The generalization is consisted in
the introduction of increasing coefficients depending on the seismic efficiency. Based on
the developed model, the deformation fields, that occurred during the preparation of
two Kamchatka earthquakes, were simulated. It is shown that the areas of increased
deformations extend hundreds of kilometers from the sources of upcoming earthquakes
both on the surface of the Earth’s crust and in its thickness.
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