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Пусть G – подгруппа в группе всех обратимых линейных преобразований конечномер-
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Введение

В наше время теория инвариантов переживает третью молодость. Первый этап
ее развития характеризовался интересом к формально-алгебраическим проблемам
и их приложениям к геометрии, второй – проникновением в эту теорию методов
теории групп Ли и их представлений, третий – влиянием теории алгебраических
групп и алгебраической геометрии.

Одной из важных задач дифференциальной геометрии является нахождение
условий, обеспечивающих эквивалентность кривых и путей относительно действия

Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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той или иной алгебраической группы. При решении этой задачи, в последние годы,
активно используются методы теории инвариантов.

Одним из содержательных примеров неевклидовых геометрий, как известно,
является псевдогалилеева геометрия, [3, глава 5, §4]. Группу SΓO(n,p) всех обра-
тимых линейных преобразований пространства Rn , сохраняющих метрику псевдо-
галилеевого пространства называют специальной псевдогалилевой группой. Соот-
ветствующая группа движений псевдогалилеевого пространства есть полупрямое
произведение Rn ◁SΓO(n,p) групп Rn и SΓO(n,p).

Предварительные сведения

Пусть N множество всех натуральных чисел n ∈N. Рассмотрим n-мерное ли-
нейное пространство Rn над полем действительных чисел R. GL(n,R) - группа всех
обратимых линейных преобразований в Rn. Отождествляя элементы из Rn с n-
мерными вектор - столбцами x =

{
xj
}n
j=1

, а преобразования g ∈ GL(n,R) - с n×n
- матрицами

(
gij
)n
i,j=1

, действие g ∈GL(n,R) в Rn реализуется как умножение мат-
рицы g на вектор-столбец x (gx).

Зафиксируем натуральное число p∈ {1, ...,n−1} и рассмотрим в Rn билинейную
форму

[x,y] = x1y1+ ...+xpyp−xp+1yp+1− ...−xnyn.

Обозначим через I(p)n матрицу (I
(p)
ij )ni,j=1 из GL(n,R), у которой

I
(p)
jj = 1, при j= 1, ...,p,

I
(p)
jj =−1, при j= (p+1), ...,n,

I
(p)
ij = 0, при i ̸= j, i, j= 1, ...,n.

Ясно, что для любых x =
{
xj
}n
j=1
, y =

{
yj
}n
j=1

∈ Rn верно равенство [x,y] =

xT I
(p)
n y, где xT - вектор-строка, транспонированная к вектор-столбцу x.
Псевдоортогональная подгруппа в группе GL(n,R) определяется равенствами:

O(n,p) = {g ∈GL(n,R) : gT I(p)n g= I
(p)
n }=

{g ∈GL(n,R) : [gx,gy] = [x,y] для любых x,y ∈ Rn},

где gT - транспонированная матрица от g матрицы.
Через

SO(n,p) = {g ∈O(n,p) : detg= 1}

обозначается специальная псевдоортогональная подгруппа в GL(n,R).
Путем в Rn называют вектор-функцию x(t) =

{
xj(t)

}n
j=1

: (0,1)→ Rn, у которой
все координатные функции xj : (0,1) → R являются бесконечно дифференцируе-
мыми. Производная r-го порядка от пути x(t) =

{
xj(t)

}n
j=1

есть вектор-функция

x(r)(t) =
{
x
(r)
j (t)

}n
j=1

, где x(r)j (t) - r-я производная координатной функции xj(t), t ∈
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(0,1), j = 1,2, ...,n, r = 1,2, ... . Ясно, что вектор-функция x(r)(t) также является
путем в Rn при каждом r= 1,2, ... .

Для произвольного пути x(t) =
{
xj(t)

}n
j=1

через M(x)(t) обозначим n × n-

матрицу, где j-й столбец имеет координаты x
(j−1)
i (t), x

(0)
i (t) = xi(t), i, j = 1, ...,n, а

через M(1)(x)(t) обозначим матрицу
(
x
(j)
i (t)

)n
i,j=1

.

Путь x(t) называется сильно регулярной, если detM(x(t)) ̸= 0 при всех t∈ (0,1).
Пусть G - подгруппа группы GL(n,R). Два пути x(t) и y(t) называются G-

эквивалентными, если существует такой элемент g ∈ G, что y(t) = gx(t) для всех
t ∈ (0,1). В этом случае y(j)(t) = gx(j)(t), j = 1,2, ..., и поэтому G-эквивалентность
путей x(t) и y(t) равносильна выполнению равенства M(y(t)) = gM(x(t)) при всех
t ∈ (0,1).

Известны следующие необходимые и достаточные условия G - эквивалентности
сильно регулярных путей x(t) и y(t), описываемые с помощью матриц M(x(t))

и M(y(t)), в случае, когда G есть одна из групп O(n,p) в SO(n,p) [1, гл.3,§3.2.
теорема 3.2.1].

Теорема 1. (i). Два сильно регулярных пути x(t) и y(t) являются O(n,p)-
эквивалентными тогда и только тогда, когда выполнены равенства

M−1(x(t))M(1)(x(t)) =M−1(y(t))M(1)(y(t)) (1)

MT (x)(t)I
(p)
n M(x)(t) =MT (y)(t)I

(p)
n M(y)(t) (2)

для всех t ∈ (0,1).
(ii). Два сильно регулярных пути x(t) и y(t) SO(n,p)-эквивалентны в том

и только том случае, если выполнены равенства (1), (2) и

detM(x)(t) = detM(y)(t)

для всех t ∈ (0,1).
В следующей теореме приводится критерий O(n,p)- эквивалентности (соответ-

ственно, SO(n,p)- эквивалентности) путей, использующие билинейную форму [x,y]

[1, гл.3,§3.2. теорема 3.2.2-3.2.3], [8, теоремы 4 и 5].
Теорема 2. Два сильно регулярных пути x(t) и y(t) O(n,p)-эквивалентны

(соответственно, SO(n,p)-эквивалентны) тогда и только тогда, когда

[x(k)(t),x(k)(t)] = [y(k)(t),y(k)(t)]

для всех t ∈ (0,1), k= 0, ...,n−1 (соответственно,

[x(k)(t),x(k)(t)] = [y(k)(t),y(k)(t)]

и
detM(x)(t) = detM(y)(t)

для всех t ∈ (0,1), k= 0, ...,n−2).
Обозначим через Aff(Rn) группу всех аффинных преобразований простран-

ства Rn. Каждое преобразование из Aff(Rn) является суперпозицией линейного

30



Эквивалентность путей . . . ISSN 2079-6641

невырожденного преобразования g ∈ GL(n,R) и сдвига, порожденного элементом
u = {ui}

n
i=1 ∈ Rn, т.е. аффинное преобразование (u,g) ∈ Aff(Rn) действует в Rn по

правилу (u,g)(x) = g(x)+u, где x,u ∈ Rn, g ∈GL(n,R).
Операция умножения в группе Aff(Rn) определяется равенством (u,g)(v,h) =

(u+gv,gh), где u,v∈Rn, g,h∈GL(n,R), т.е. группаAff(Rn) есть полупрямое произ-
ведение групп Rn и GL(n,R), что записывается в виде Aff(Rn) = Rn ◁GL(n,R). Если
G – подгруппа в GL(n,R), то множество Rn ◁G= {(u,g) ∈ Rn ◁GL(n,R) : g ∈G} явля-
ется подгруппой в Rn ◁GL(n,R). Два пути x(t) и y(t), заданные в Rn, называются
Rn ◁G – эквивалентными, если существует такое (u,g) ∈ Rn ◁G, что y(t) = gx(t)+u
для всех t ∈ (0,1).

Следующее утверждение сводит задачу о Rn ◁G- эквивалентности путей x(t) и
y(t) к задаче G-эквивалентности путей x(1)(t) и y(1)(t) [1, гл. 1, §1.6, утверждение
1.6.3].

Утверждение 1. Два пути x(t) и y(t), заданные в Rn, являются Rn ◁G - эквива-
лентными тогда и только тогда, когда пути x(1)(t) и y(1)(t) - G - эквивалентны.

Из утверждения 1 и теоремы 2 получим следующий полезный критерий Rn ◁G
- эквивалентности путей x(t) и y(t), в случае, когда G есть одна из групп O(n,p)
и SO(n,p).

Теорема 3. Пусть x(t) и y(t) два пути в Rn, для которых пути x(1)(t)

и y(1)(t) - сильно регулярны. Тогда x(t) и y(t) - Rn ◁O(n,p) - эквивалентны
(соответственно, Rn◁SO(n,p) - эквивалентны) тогда и только тогда, когда

[xk(t),xk(t)] = [yk(t),yk(t)]

для всех t ∈ (0,1) и k= 1, ...,n, (соответственно,

[xk(t),xk(t)] = [yk(t),yk(t)]

и
detM(1)(x(t)) = detM(1)(y(t))

для всех t ∈ (0,1) и k= 1, ...,n−1).

Псевдогалилеево пространство

Определим в Rn псевдогалилееву метрику dp(x,y), равенствами

d2p(x,y) =


(x1−y1)

2,если x1 ̸= y1
p∑
i=2

(xj−yj)
2−

n∑
j=p+1

(xj−yj)
2,если x1 = y1,

где x= {xj}
n
j=1, y= {yj}

n
j=1 ∈ Rn .

Пару (Rn,dp) называют псевдогалилеевым пространством [3, 2. глава 5, §4] и
обозначают через pΓn.
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Пусть ei = (0, ...,0,1, ...,0) стандартный базис в Rn, где единица стоит на i - ом
месте, i= 1, ...,n. Положим

Un = {αe1 : α ∈ R};Vn = Lin({ei}ni=2) = {

n∑
i=2

αiei : αi ∈ R, i= 2, ...,n}

и рассмотрим в GL(n,R) подгруппу Gn = {g ∈ GL(n,R) : gUn = UngVn = Vn}. Если
g = (gij)

n
i,j=1 ∈ Gn, то g(e1) = {y1,0, ...,0} ∈ Un , и поэтому gi1 = (ge1,ei) = 0 при

i= 2, ...,n.
Рассмотрим множество ΓO(n,p) тех g ∈ Gn , для которых g11 = ±1 и суже-

ние g/Vn преобразования g на подпространство Vn есть псевдоортогональное пре-
образование. Если g ∈ ΓO(n,p) и x = {xj}

n
j=1,y = {yj}

n
j=1 ∈ Rn, x1 = y1 = 0 ,то

gx = {uj}
n
j=n , gy = {vj}

n
j=n где u1 = v1 = 0. Взяв в Vn базис e2, ...,en и отождеств-

ляя его Vn с пространством Rn−1, получим, что для любого g ∈ ΓO(n,p) сужение
g/Vn = h = (hij)

n
i,j=2 преобразования g на V есть элемент группы O(n− 1,p) , при

этом hij = (hej,ei) = (gej,ei) = gij для всех i, j= 2, ...,n.
Следовательно,

ΓO(n,p) = {g= (gij)
n
i,j=1 ∈GL(n,R) : g11 =±1,gi1 = 0,i= 2, ...,n,

gVn = Vn,(gij)
n
i,j=2 ∈O(n−1,p). (3)

Группу ΓO(n,p) будем называть группой псевдогалилеевых преобразований
пространства pΓn. Множество SΓO(n,p) = {g ∈ ΓO(n,p) : detg = 1} является под-
группой в ΓO(n,p), и эта подгруппа называется специальной псевдогалилеевой
группой.

Рассмотрим произвольный путь x(t) = {xj(t)}
n
j=1, t ∈ (0,1), в псевдогалилевом

пространстве pΓn, и положимMn−1(x(t)) = (x
(j−z)
i (t))ni,j=2. Будем говорить, что путь

x(t) является ΓO - регулярным, если detMn−1(x(t)) ̸= 0 при всех t ∈ (0,1).
Следующая теорема является вариантом теоремы 1 для групп ΓO(n,p) и

SΓO(n,p).
Теорема 4. ΓO - регулярные пути x(t) и y(t) являются ΓO(n,p) - эквива-

лентными (соответственно, SΓO(n,p) - эквивалентными) тогда и только
тогда, когда выполнены следующие равенства

y1(t) =±x1(t); (4)

M−1
n−1(x(t))M

(1)
n−1(x(t)) =M

−1
n−1(y(t))M

(1)
n−1(y(t)); (5)

и
MT
n−1(x(t))IMn−1(x(t)) =M

T
n−1(y(t))IMn−1(y(t)); (6)

для всех t ∈ (0,1) (соответственно, выполнены равенства (5), (6) и равен-
ства

yn(t) = xn(t); (7)

detMn−1(x(t)) = detMn−1(y(t)); (8)
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для всех t ∈ (0,1).
С помощью теорем 2 и 4 получаем следующий критерии для ΓO(n,p) - эквива-

лентности (соответственно SΓO(n,p) - эквивалентности) ΓO - регулярных путей.
Теорема 5. ΓO - регулярные пути x(t) и y(t) являются ΓO(n,p) - экви-

валентными (SΓO(n,p) - эквивалентными) в том и только в том, случае,
когда выполнены равенство (4) и равенства

p∑
i=2

(x
(k)
i (t))2−

n∑
i=p+1

(x
(k)
i (t))2 =

p∑
i=2

(y
(k)
i (t))2−

n∑
i=p+1

(y
(k)
i (t))2 (9)

для всех t ∈ (0,1) и k= 0,1,2, ...,n−2, (соответственно, выполнены равенства
(7), (8) и равенство (9) для всех t ∈ (0,1) и
k= 0,1,2, ...,n−3.

Из утверждения 1 и теоремы 5 вытекают следующие необходимые и достаточ-
ные условия для Rn◁ΓO(n,p) - эквивалентности (Rn◁SΓO(n,p) - эквивалентности)
путей.

Теорема 6. Пусть x(t) и y(t) такие пути в Rn , для которых пути x(1)(t)
и y(1)(t) - ΓO - регулярны. Тогда

(i). Пути x(t) и y(t) являются Rn ◁ ΓO(n,p) эквивалентными тогда и
только тогда, когда выполнены равенства

y
(1)
1 (t) =±x(1)1 (t); (10)

p∑
i=2

(x
(k)
i (t))2−

n∑
i=p+1

(x
(k)
i (t))2 =

p∑
i=2

(y
(k)
i (t))2−

n∑
i=p+1

(y
(k)
i (t))2 (11)

для всех t ∈ (0,1) и k= 1, ...,n−1
(ii). Пути x(t) и y(t) являются Rn◁ SΓO(n,p) - эквивалентными тогда

и только тогда, когда выполнены равенства (10), (11) при k = 1, ...,n− 2, и
равенства

y
(1)
1 (t) = x

(1)
1 (t),

detM
(1)
n−1(x(t)) = detM

(1)
n−1(y(t))

при каждом t ∈ (0,1).

Эквивалентность путей в некоторой неевклидовой геометрии

Теперь в Rn рассмотрим метрику, определяемую равенством

d2p(x,y) =



(x1−y1)
2, если x1 ̸= y1;

(xn−yn)
2, если x1 = y1, xn ̸= yn;

p∑
i=2

(xj−yj)
2−

n−1∑
j=p+1

(xj−yj)
2, если x1 = y1, xn = yn .
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Выбираем
Un =

{
α−→e 1 : α ∈ R

}
Vn = Lin

({−→e i}n−1i=2

)
=

{
n−1∑
i=2

αi
−→e i : αi ∈ R, i= 2, ...,n−2

}
Wn =

{
α−→e n : α ∈ R

}
и в группе GL(n,R) рассмотрим подгруппу

G
′
n = {g ∈GL(n,R) : gUn =Un,gVn = Vn,gWn =Wn}.

Если g = (gij)
n
i,j=1 ∈ G

′
n, то g(e1) = {y1,0, ...,0} ∈ Un, g(en) = {0,0, ...,yn} ∈Wn и

поэтому gi1 = (ge1,ei) = 0 при i= 2, ...,n, а gin = (gen,ei) = 0 если i= 1, ...,n−1.
Матрица g ∈G ′

n имеет вид

g=


g11 g12 ... g1n−1 0

0 g21 ... g2n−1 0

... ... ... ... ...

0 gn−12 ... gn−1n−1 0

0 gn2 ... gnn−1 gnn

 , g11 ̸= 0, gnn ̸= 0. (12)

Очевидно, что любого g ∈GL(n,R), имеющего вид (12), верно равенство gUn =
Un, gWn =Wn. Рассмотрим множество pRnO(n,p) тех g ∈G ′

n, для которых
g11 =±1, gnn =±1 и сужение g/Vn преобразования g на Vn есть псевдоортогональ-
ное преобразование. Базис e2, ...,en−1 ∈ Vn и отождествив Vn с Rn−2, получим, что
для любого g ∈p RnO(n,p) преобразование h = (hij)

n−1
i,j=2=

g/Vn является элементом
группы O(n−2,p−1), при этом hij = (hej,ei) = (gej,ei) для всех i, j= 2, ...,n−1.

Следовательно,

pRnO(n,p) = {g= (gij)
n
i,j=1 ∈GL(n,R) : g11 =±1, gi1 = 0, i= 2, ...n,

gnn =±1, gin = 0, i= 1, ...,n−1,gVn = Vn, (gij)n−1i,j=2 ∈O(n−2,p−1)}. (13)

Утверждение 2. Преобразование g = (gij)
n
i,j=1 ∈ G

′
n принадлежит множеству

pRnO(n,R) в том и только том случае, если d2p(gx,gy) = d2p(x,y) для всех x,y ∈ Rn.
Доказательство. Если g = (gij)

n
i,j=1 ∈p RnO(n,R), x = {xj}

n
j=1 , y = {yj}

n
j=1 ∈ Rn,

xi = yi для всех i= 2, ...,n−1, то g11 =±1, gi1 = 0 при i= 2, ...,n, и gnn =±1, gin = 0
если i= 1, ...,n−1, d2p(x,y) = (x1−y1)

2 и d2p(x,y) = (xn−yn)
2. Следовательно,

gx=


n∑
j=1

gijxj


n

i=1

=

±x1+
n−1∑
j=2

g1jxj,

n−1∑
j=2

g2jxj, ...,

n−1∑
j=2

gn−1jxj,±xn+
n−1∑
j=2

gnjxj

 ,

gy=


n∑
j=1

gijyj


n

i=1

=

±y1+
n−1∑
j=2

g1jyj,

n−1∑
j=2

g2jyj, ...,

n−1∑
j=2

gn−1jyj,±yn+
n−1∑
j=2

gnjyj


и поэтому d2p(gx,gy) = (x1−y1)

2 = d2p(x,y), d2p(gx,gy) = (xn−yn)
2 = d2p(x,y).
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Если же x1 = y1, xn = yn то из включения g/Vn ∈O(n−2,p−1) также следует
d2p(gx,gy) = d

2
p(x,y).

Предположим теперь, что g ∈G ′
n и d2p(gx,gy) = d2p(x,y) для всех x,y ∈ Rn. Так

как g(Un) =Un, то g21= g31= ...= gn1= 0 и g(Wn) =Wn, то g1n= g1n= ...= gn−1 n=
0. Взяв x = {xj}

n
j=1 , y = {yj}

n
j=1 ∈ Rn, где x1 = 1, xj = 0, j = 2, ...,n, yj = 0, j = 1, ...,n

получим, что d2p(x,y) = (x1−y1)
2= 1 и d2p(gx,gy) = (g11x1−g11y1) = g

2
11, т.е.g11=±1,

и xj = 0, j= 1, ...,n, yn = 1, yj = 0, j= 1, ...,n−1, получим, что d2p(x,y) = (xn−yn)
2 =

1 и d2p(gx,gy) = (gnnx1−gnny1)
2 = g2nn, т.е.gnn =±1.

Если x1 = y1 = 0, xn = yn = 0, то x,y ∈ Vn и поэтому gx,gy ∈ Vn. Следовательно,
равенство d2p(gx,gy) = d2p(x,y) влечет [gx,gy] = [x,y]. Это означает, что
g/Vn ∈O(n−2,p−1), т.е. g ∈p RnO(n,R).

□
В следующем утверждении устанавливается, что pRnO(n,p) является группой

относительно алгебраической операции, индуцируемой из группы GL(n,R).
Утверждение 3. pRnO(n,p) есть подгруппа в GL(n,R).
Доказательство. Пусть g1,g2 ∈p RnO(n,p), т.е.

gi =


±1 g(i)12 ... g

(i)
1n−1 0

0 g
(i)
22 ... g

(i)
2n−1 0

... ... ... ... ...

0 g
(i)
n−12 ... g

(i)
n−1n−1 0

0 g
(i)
n2 ... g

(i)
n−1n ±1

 ∈p RnO(n,p)

где

 g
(i)
22 ... g

(i)
2n−1

... ... ...

g
(i)
n−12 ... g

(i)
n−1n−1

 ∈O(n−2,p−1), i= 1,2 то (g1g2)(Vn) = Vn и

g1g2 =


±1 a12 ... a1n−1 0
0 a22 ... a2n−1 0

... ... ... ... ...

0 an−12 ... an−1n−1 0

0 an2 ... ann−1 ±1

, где

 a22 ... a2n−1
... ... ... ...

an−12 ... an−1n−1

=

 g
(1)
22 ... g

(1)
2n−1

... ... ...

g
(1)
n−12 ... g

(1)
n−1n−1

 ·

 g
(2)
22 ... g

(2)
2n−1

... ... ...

g
(2)
n−12 ... g

(2)
n−1n−1

 ∈O(n−2,p−1).

Следовательно, g1 ·g2 ∈p RnO(n,p).
Далее для любого h= (hij)

n
i,j=1 ∈p RnO(n,p) имеем

h−1 = (bij)
n
i,j=1 =

1

deth
(aij)

n
i,j=1,

где aij = (−1)i+jMji, здесьMji есть минор, получаемый при вычеркивании j-й стро-
ки и i-го столбца. Следовательно,

a1i = (−1)i+1det

 0 h22 ... h2,i−1h2,i+1 ... h2,n
... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 hn2 ... hn,i−1hn,i+1 ... hn,n

= 0,i= 2, ...,n,
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и поэтому bi1 = 0 при i= 2, ...,n и

ani = (−1)i+1det

 h11 ... h1,i+1h1,i−1 ... h1,n−1 0

... ... ... ... ... ... ... ... ...

hn−1,1 ... hn−1,i+1hn−1,i−1 ... hn−1,n−1 0

= 0,i= 1, ...,n−1,

bni = 0 если i= 1, ...,n−1. Кроме того,

deth= h11M11 = h11a11 =±a11,

т.е. b11 =±1 и
deth= hnnMnn = hnnann =±ann

т.е. bnn =±1. Поскольку h−1 есть биекция, то h−1(Vn) = Vn, и включение
h/Vn ∈ O(n − 2,p − 1) влечет h−1

/Vn ∈ O(n − 2,p − 1). Следовательно, h−1 ∈p
RnO(n,p).

□
Группу pRnO(n,p) будем называть группой псевдоевклидовых преобразований

пространства pRn. Множество SpRnO(n,p) = {g ∈p RnO(n,p) : detg = 1} являет-
ся подгруппой в pRnO(n,p), которая называется специальной псевдоевклидовой
группой.

Пусть x(t) =
{
xj(t)

}n
j=1

произвольный путь в псевдогалилеевом пространстве
pRn, и положим Mn−2

(−→x (t))= (x(i)j (t)
)
i=0,1,...,n−3
j=2,...,n−1

, x(0)j (t) = xj(t), j= 2, ...,n−1. Бу-

дем говорить, что путь x(t) является pRnO- регулярным, еслиMn−2

(−→x (t)) ̸= 0 при
всех t ∈ (0,1).

Вариантом теоремы [1] для групп pRnO(n,p) и SpRnO(n,p) является
Теорема 7. pRnO - регулярные пути x(t) и y(t) являются pRnO(n,p) - экви-

валентными (соответственно SpRnO(n,p)-эквивалентными) тогда и толь-
ко тогда, когда выполнены следующие равенства

y1(t) =±x1(t) , yn(t) =±xn(t) (14)

M−1
n−2(x(t))M

′
n−2(x(t)) =M

−1
n−2(y(t))M

′
n−2(y(t)) (15)

и
MT
n−2(x(t)) · I

(p)
n−2 ·Mn−2(x(t)) =M

T
n−2(y(t)) · I

(p)
n−2 ·Mn−2(y(t)) (16)

для всех t ∈ (0,1) (соответственно, выполнены равенства (15), (16) и равен-
ства

y1(t) = x1(t) , yn(t) = xn(t) (17)

detMn−2(x(t)) = detMn−2(x(t)) (18)

для всех t ∈ (0,1).

Доказательство. Если пути x(t) и y(t) pRnO(n,p) - эквивалентны, то суще-
ствует такое g = (gij)

n
i,j=1 ∈p RnO(n,p), что y(t) = gx(t) для всех t ∈ (0,1). Так как

g11 = ±1, gin = 0 для всех i = 2, ...,n, и gnn = ±1, gin = 0 для всех i = 1, ...,n− 1,

36



Эквивалентность путей . . . ISSN 2079-6641

gVn = Vn то g{x1(t),0, ...,0} = {±x1(t),0, ...,0}, g{0, ...,0,xn(t)} = {0, ...,0,±xn(t)} и
g{0,x2(t), ...,xn−1(t),0}= {0,z2(t), ...,zn−1(t),0}.

Поэтому

y(t) = {y1(t),y2(t), ...,yn(t)}= g{x1(t),y2(t), ...,xn(t)}=

g{x1(t),0, ...,0}+g{0,x2(t), ...,xn−1(t),0}+g{0,0, ...,xn(t)}=

{±x1(t),0, ...,0}+ {0,z2(t), ...,zn−1(t),0}+ {0,0, ...,±xn(t)}=

{±x1(t),z2(t), ...,zn−1(t),±xn(t)}

т.е. y1(t) = ±x1(t) , yn(t) = ±xn(t) для всех t ∈ (0,1) и {y2(t), ...,yn−1(t)} =

h{x2(t), ...,xn−1(t)}, где h= (gij)
n−1
i,j=2 ∈O(n−2,p−1).

Используя теперь п.(i) теоремы [1], получим справедливость нужных нам ра-
венств (14),(15).

Пусть теперь выполняются равенства (14)-(16). Из п.(i) теоремы [1] и из
равенств (15),(16) вытекает существование преобразования

h=

 g22 ... g22
... ... ...

gn−12 ... gn−1n−1

 ∈O(n−2,p−1), для которого

{y2(t), ...,yn−1(t)}= h{x2(t), ...,xn−1(t)}. Если

g = (gij)
n
i,j=1 =


±1 0 ... 0 0

0 g22 ... g2n−1 0

... ... ... ... ...

0 gn−12 ... gn−1n−1 0

0 0 ... 0 ±1

 то g ∈ O(n,p), при этом

g({x1(t), ...,xn(t)})= {
n∑
j=1
gijxj(t)}

n
i=1= {g11x1(t),

n−1∑
j=2
g2jxj(t), ...,

n−1∑
j=2
gn−1jxj(t),gnnxn(t)}=

{±x1(t),y2(t), ...,yn−1(t),±xn(t)}.
Согласно равенству (14) имеем y1(t) = ±x1(t) , yn(t) = ±xn(t). В случае равен-

ства y1(t) = −x1(t) , yn(t) = −xn(t) полагаем g11 = −1, gnn = −1 если же y1(t) =
x1(t) , yn(t) = xn(t) то берем g11 = 1, gnn = 1. В обоих случаях получим g ∈p
RnO(n,p) и y(t) = gx(t) для всех t ∈ (0,1). □

Доказательство теоремы [7] для группы SpRnO(n,p) использует п. (ii) теоремы
[1] и аналогично предыдущему доказательству.

С помощью теорем [2] и [4] получаем следующий критерий для pRnO(n,p)

-эквивалентности (соответственно, SpRnO(n,p) -эквивалентности) SpRnO -
регулярных путей.

Теорема 8. pRnO-регулярные пути x(t) и y(t) являются pRnO(n,p) эквива-
лентными (соответственно, SpRnO(n,p)-эквивалентными) в том и только
том случае, если выполнены равенства (14) и

p∑
i=2

(
x
(k)
i (t)

)2
−

n−1∑
i=p+1

(
x
(k)
i (t)

)2
=

p∑
i=2

(
y
(k)
i (t)

)2
−

n−1∑
i=p+1

(
y
(k)
i (t)

)2
(19)
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для всех k= 1, ...,n−2 и t∈ (0,1) (соответственно, выполнены равенства (17),
(18) и равенство (19) для всех k= 1, ...,n−3 и t ∈ (0,1)).

Доказательство. Если пути x(t) и y(t) pRnO(n,p)- эквивалентны, то найдется
такое (gij)ni,j=1 ∈p RnO(n,p), что y(t) = gx(t). Поскольку h= (gij)

n−1
i,j=2 ∈O(n−2,p−1)

и {y2(t), ...,yn−1(t)}=h{x2(t), ...,xn−1(t)}, то в силу теоремы [2] верны равенства (19)
для всех k = 1, ...,n− 2 и t ∈ (0,1). Кроме того, согласно теореме [4] справедливо
(14).

Обратно, пусть верны равенства (14) и (19). В силу теоремы [2] существует
такое h= (gij)

n−1
i,j=2 ∈O(n−2,p−1), что {y2(t), ...,yn−1(t)}= h{x2(t), ...,xn−1(t)}.

Для матрицы g= (gij)
n
i,j=1 =


±1 0 ... 0 0

0 h22 ... h2n−1 0

... ... ... ... ...

0 hn−12 ... hn−1n−1 0

0 0 ... 0 ±1

 ∈p RnO(n,p) для всех

t ∈ (0,1), имеем y(t) = gx(t). □
Доказательство теоремы [8] для группы SpRnO(n,p) повторяет предыдущее до-

казательство для группы pRnO(n,p) .
Из утверждения [1] и теоремы [8] вытекают следующие необходимые и доста-

точные условия для Rn ◁p RnO(n,p) - эквивалентности (Rn ◁SpRnO(n,p) - эквива-
лентности) путей.

Теорема 9. Пусть x(t) и y(t) такие пути в Rn, для которых пути x1(t) и
y1(t) – pRnO - регулярны. Тогда

(i). Пути x(t) и y(t) являются Rn ◁p RnO(n,p) эквивалентными тогда и
только тогда, когда выполнены равенства

y11(t) =±x11(t) , y1n(t) =±x1n(t) (20)

p∑
i=2

(
x
(k)
i (t)

)2
−

n−1∑
i=p+1

(
x
(k)
i (t)

)2
=

p∑
i=2

(
y
(k)
i (t)

)2
−

n−1∑
i=p+1

(
y
(k)
i (t)

)2
(21)

для всех t ∈ (0,1) и k= 2, ...,n−1.
(ii). Пути x(t) и y(t) являются Rn ◁SpRnO(n,p) - эквивалентными тогда

и только тогда, когда выполнены равенства (20), (21) при k = 2, ...,n− 2, и
равенства

y11(t) =±x11(t) , y1n(t) =±x1n(t),

detM
′
n−2(x(t)) = detM

′
n−2(y(t))

при каждом t ∈ (0,1).

Заключение

Установлены необходимые и достаточные условия эквивалентности путей, ле-
жащих в Rn, относительно действия специальной псевдоевклидовой группой.

Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства
и публикации нет.
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