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Введение

Рассмотрим уравнение

Dα0x∂
α
1xu(x)−λu(x) = f(x) (0 < x < 1), (1)

где α ∈]0,1[, λ ∈ C и f(x) — заданная в интервале ]0,1[ функция. Через Dα0x и ∂α1x
обозначены дробные производные порядка α по переменной x, в смысле Римана-
Лиувилля с началом в точке x = 0, и в смысле Капуто с началом в точке x = 1,
которые определяются, соответственно, равенствами [1]:

Dα0xu(x) =
1

Γ(1−α)

d

dx

∫x
0
u(t)(x− t)−αdt,

Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания (номер
госрегистрации № 122041800015-8)
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и

∂α1xu(x) = −
1

Γ(1−α)

∫1
x
(t−x)−α

d

dt
u(t)dt.

Хорошо известно [1], что дифференциальные уравнения дробного порядка иг-
рают важную роль при математическом моделировании различных физических и
геофизических процессов.

Уравнение (1) содержит композицию лево- и правосторонних дробных произ-
водных с различными началами. К необходимости исследовать такие уравнения
приводит, в частности, использование понятия эффективной скорости изменения
различных параметров моделируемых систем [2], [3]. Связи с этим, уравнения тако-
го вида в последние годы активно исследуются [4]–[15]. Обзор работ, посвященных
изучению уравнений, содержащих лево- и правосторонние производные с различ-
ными началами, можно найти в работе [16].

В работе [16], в частности, для уравнения

Dα0x∂
α
1xu(x)−q(x)u(x) = f(x),

было получено достаточное условие однозначной разрешимости смешанной кра-
евой задачи. Здесь мы рассматриваем случай, когда коэффициент q(x) является
постоянной величиной. Мы строим представление решения, а также находим оцен-
ку для собственных значений смешанной краевой задачи.

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) будем называть функцию u(x) такую,
что

u(x) ∈AC[0,1], Dα−10x ∂α1xu(x) ∈AC[0,1],

и удовлетворяющую уравнению (1) для всех x ∈]0,1[.
Здесь, как обычно, AC[0,1] обозначает пространство функций абсолютно непре-

рывных на отрезке [0,1].
Рассмотрим следующую задачу: найти регулярное решение уравнения (1),

удовлетворяющее краевым условиям

lim
x→0Dα−10x ∂α1xu(x) = a (2)

и
u(1) = b. (3)

Отметим, что условие (2) при α= 1 принимает вид u ′(0) = −u0.

Вспомогательные утверждения

Рассмотрим функцию [16]

K(x,t) =
1

Γ2(α)

∫1
max{x,t}

(s−x)α−1(s− t)α−1ds.
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Заметим, что
K(x,t) = K(t,x), (4)

а также
K(x,t) ∈ C([0,1]× [0,1])

при условии α ∈]12 ,1[.
Введем в рассмотрение функцию

Eλ(x,t) =
∞∑
n=0

λnpn(x,t), (5)

где последовательность функций pn(x,t), определяется равенствами

pn+1(x,t) =D
−α
1x D

−α
0x pn(x,t) (n ∈ N), p0(x,t) = K(x,t). (6)

Легко заметить, что

D−α
1x D

−α
0x pn(x,t) =

1

Γ2(α)

∫1
x
(ξ−x)α−1

∫ξ
0
(ξ−η)α−1pn(η,t)dηdξ=

=
1

Γ2(α)

∫1
0
pn(η,t)

∫1
max{x,η}

(ξ−x)α−1(ξ−η)α−1dξdη.

Следовательно

D−α
1x D

−α
0x pn(x,t) =

∫1
0
K(x,η)pn(η,t)dη. (7)

Из (7), в частности, следует, что

pn+1(x,t) =

∫1
0
pn−m(x,η)pm(η,t)dη (m= 0,n). (8)

С помощью (4) и (8) нетрудно показать, что

pn(x,t) = pn(t,x). (9)

Из (6) и (7) также следует соотношения

Dα0x∂
α
1xpn+1(x,t) = pn(x,t), Dα0x∂

α
1xp0(x,t) = 0 (10)

и

Dα0x∂
α
1x

∫1
0
K(x,η)f(η)dη= f(x) (f(x) ∈ L[0,1]). (11)

Кроме того, очевидно, что∫1
0
K(x,η)dη=

1

Γ(α)Γ(α+1)

∫1
x
(s−x)α−1sαds.

Отсюда получаем
(1−x)α

2Γ2(α+1)
≤
∫1
0
K(x,η)dη≤ (1−x)α

Γ2(α+1)
.

66



Решение смешанной краевой задачи . . . ISSN 2079-6641

С учетом неравенства

K(x,t)≤ 1

(2α−1)Γ2(α)
(1/2 < α < 1),

имеем

pn(x,t)≤
[Γ(α+1)]−2n

(2α−1)Γ2(α)
. (12)

Лемма 1. Пусть α ∈]1/2,1[. Тогда
1) ряд (5) сходится в круге

|λ|< Γ2(α+1)

равномерно относительно (x,t) ∈ [0,1]× [0,1];
2) функция (5) удовлетворят соотношениям

Eλ(x,t) = Eλ(t,x), (13)

Eλ(x,t) = K(x,t)+λ

∫1
0
K(x,s)Eλ(s,t)ds (14)

Eλ(x,t) = K(x,t)+λ

∫1
0
K(s,t)Eλ(x,s)ds, (15)

и
Dα0x∂

α
1xEλ(x,t) = λEλ(x,t); (16)

3) для функции f(x) ∈ L[0,1] справедливо равенство

Dα0x∂
α
1x

∫1
0
f(s)Eλ(x,s)ds= f(x)+λf(s)Eλ(x,s)ds. (17)

Доказательство. Утверждение 1) леммы следует из оценки (12). Соотношение
(13) является следствием (9). Формулы (14) и (15) доказываются с помощью (5), (6)
и (7). Равенства (16) и (17) получаются непосредственным применением формул
(10) и (11). □

Представление решения

Теорема 1. Пусть α ∈]1/2,1[, f(x) ∈ L[0,1] и |λ|< Γ2(α+1). Тогда задача (1),
(2) и (3), имеет единственное решение, которое представимо в виде

u(x) = aEλ(x,0)+b
[
Dα−10t ∂α1tEλ(x,t)

]
t=1

+

∫1
0
Eλ(x,t)f(t)dt. (18)

Доказательство. Из результатов работы [16] следует, что всякое регулярное
решение задачи (1), (2) и (3) является решением интегрального уравнения

u(x)−λ

∫1
0
K(x,t)u(t)dt= F(x), (19)
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где

F(x) = aK(x,0)+b+

∫1
0
K(x,t)f(t)dt.

Из леммы 1 следует, что решение интегрального уравнения (19) может быть запи-
сано в виде

u(x) = F(x)+λ

∫1
0
Eλ(x,t)F(t)dt. (20)

В силу (5), (14), (15) и (16) имеем

K(x,0)+λ

∫1
0
Eλ(x,s)K(s,0)ds= Eλ(x,0),

1+λ

∫1
0
Eλ(x,s)ds=

[
Dα−10t ∂α1tEλ(x,t)

]
t=1
,

и ∫1
0
K(x,t)f(t)dt+λ

∫1
0
Eλ(x,s)

∫1
0
K(s,t)f(t)dtds=

=

∫1
0
f(t)

[
K(x,t)+λ

∫1
0
Eλ(x,s)K(s,t)ds

]
dt=

∫1
0
Eλ(x,t)f(t)dt.

Преобразуя (20) с помощью последних трех равенств, приходим к (18). □
Замечание. Нетрудно заметить, что функция (5) является резольвентой инте-

грального уравнения (19). Как следует из теории интегральных уравнений Фред-
гольма [17], функция (5) может быть представлена в виде

Eλ(x,t) =
D(x,t,λ)

d(λ)
,

где D(x,t,λ) и d(λ) — целые функции λ. То есть, функция Eλ(x,t) может быть
продолжена для всех комплексных λ, исключая нули функции d(λ), которые будут
собственными значениями задачи (1), (2) и (3), и которые, в силу симметричности
и положительности ядра K(x,t), будут вещественными и положительными.

Оценка для собственных значений

Из теоремы 1 следует утверждение.
Следствие. Пусть 1

2 < α < 1. Тогда все λ, для которых существует отличное от
тождественного нуля регулярное решение задачи

Dα0x∂
α
1xu(x)−λu(x) = 0, lim

x→0Dα−10x ∂α1xu(x) = 0, u(1) = 0,

вещественны и удовлетворяют неравенству

λ≥ Γ2(α+1). (21)

Доказательство. Как уже отмечено выше (см. замечание в конце предыдущего
пункта), вещественность и положительность λ следует из симметричности и поло-
жительности ядра K(x,t) интегрального уравнения (19). Если же допустить, что
неравенство (21) нарушено, то в силу теоремы 1 получаем, что u ≡ 0. Последнее
противоречит условиям теоремы. □
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Заключение

В работе рассмотрено обыкновенное дифференциальное уравнение дробного по-
рядка, в главной части которого находится композиция левосторонней производ-
ной Римана-Лиувилля и правосторонней производной Капуто. Для рассматрива-
емого уравнения построено представление решения смешанной краевой задачи и
найдена оценка для собственных значений.

Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства
и публикации нет.
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