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В работе исследуется параболическое уравнение в частных производных с дроб-
ным дифференцированием по одной из двух независимых переменных, ассоцииру-
емой со временем. Такие уравнения принято относить к классу уравнений дробной
диффузии. Оператор дробного дифференцирования представляет собой линей-
ную комбинацию двух операторов Джрбашяна-Нерсесяна. Основным результатом
работы является теорема об общем представлении регулярных решений иссле-
дуемого уравнения в бесконечной полосе. В терминах функции Райта построено
фундаментальное решение и изучены его основные свойства. В частности, доказа-
ны формулы дробного дифференцирования, исследовано асимптотическое пове-
дение и получены оценки для фундаментального решения и его производных при
больших и малых значениях автомодельной переменной, доказана его положи-
тельность. Для построения общего решения использован метод функции Грина,
адаптированный к уравнениям, содержащим операторы Джрбашяна-Нерсесяна. К
частным случаям рассматриваемого уравнения относятся уравнения с производ-
ными Римана-Лиувилля и Герасимова-Капуто. Поэтому полученные результаты
остаются справедливыми и для уравнений с этими операторами дробного диффе-
ренцирования и их комбинациями.
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В области Ω= {(x,y) : x ∈ R,0 < y < T } рассмотрим уравнение

Lu≡ aD{α,β}
0y u(x,y)+bD

{γ,δ}
0y u(x,y)−uxx(x,y) = f(x,y), (1)

Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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где D{α,β}
0y ,D

{γ,δ}
0y – операторы дробного дифференцирования Джрбашяна – Нер-

сесяна, ассоциированные с упорядоченными парами {α,β} и {γ,δ} порядков µ =

α+β−1 > 0, ν= γ+δ−1 > 0 соответственно, α,β,γ,δ ∈ (0,1], µ > ν, a,b > 0, f(x,y)
– заданная действительная функция.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна, ассоцииро-
ванный с упорядоченной парой {ξ,η}, порядка σ= ξ+η−1, ξ,η∈ (0,1], определяется
соотношением [1]

∂σ

∂yσ
=D

{ξ,η}
0y =Dη−10y D

ξ
0y, (2)

где Dη−10y и Dξ0y – дробный интеграл и дробная производная Римана – Лиувилля,
соответственно [2].

Уравнения дробной диффузии и диффузионно-волновые уравнения привлека-
ют к себе большой интерес в связи с широким применением в физике и модели-
ровании. Приведем лишь малую часть работ, в которых исследованы краевые и
начально-краевые задачи для таких уравнений с операторами Римана – Лиувилля
и Капуто в ограниченных и неограниченных областях [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14].

Исследованию уравнения дробной диффузии с операторами Джрбашяна – Нер-
сесяна посвящены работы [15, 16, 17].

В данной работе получено общее представление решения уравнения дробной
диффузии с операторами Джрбашяна – Нерсесяна (1).

Предварительные сведения

Рассмотрим функцию

Gξn(x,y) =G
ξ
n(x,y;µ,ν;a,b) = (4π)−

n
2

∞∫
0

t−
n
2 exp

(
−
x2

4t

)
wξ(t,y)dt, (3)

где [17]

wξ(t,y) = y
ξ1−1e

1,ξ1
1,µ

(
−a

t

yµ

)
∗yξ2−1e1,ξ21,ν

(
−b

t

yν

)
, ξ= ξ1+ξ2, w(t,y) =w0(t,y),

(4)

e
1,β
1,α(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(n+1)Γ(β−αn) – функция Райта [6], (h∗g)(y) =
y∫
0

h(y−t)g(t)dt – свертка

Лапласа функций h(y) и g(y). Далее, в терминах функции (3) будет выражено
фундаментальное решения уравнения (1).

Приведем некоторые свойства операторов дробного интегро-
дифференцирования, функции Райта и функции wξ(t,y), необходимые нам
для дальнейшего изложения [6]:
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1) формула дробного интегрирования по частям

b∫
a

h(y)D−α
ay g(y)dy=

b∫
a

g(y)D−α
by h(y)dy, α > 0; (5)

2) закон композиции

DδayD
ε
ayh(y) =D

δ+ε
ay h(y), (δ ∈ R, ε≤ 0);

3) обобщенная формула Ньютона-Лейбница

Dε0yD
δ
0yh(y) =D

ε+δ
0y h(y)−

p∑
j=1

y−ε−j

Γ(1−ε− j)

[
D
δ−j
0y h(y)

]
y=a

, ε ∈ R,δ ∈ (p−1,p], p ∈ N;

4) формула дифференцирования функции типа Райта

d

dz
e1,δ1,β (z) = e

1,δ−β
1,β (z) ;

5) формула дробного интегро-дифференцирования функции Райта

Dν0yy
δ−1e1,δ1,β

(
−cy−β

)
= yδ−ν−1e1,δ−ν1,β

(
−cy−β

)
, c > 0, δ ∈ R;

6) формула автотрансформации функции Райта

ze
µ,δ
α,β(z) = e

µ−α,δ+β
α,β (z)−

1

Γ(µ−α)Γ(δ+β)
.

Для функции wξ(t,y) справедливы следующие свойства:

1) если ξ≥ 0,t > 0 и y > 0, то wξ(t,y)> 0;

2) для произвольного ξ ∈ R и y > 0 справедливо

lim
x→+0

wξ(t,y) =
yξ−1

Γ(ξ)
; (6)

3) для любых ξ ∈ R,ρ < (1−µ)(aµµ)
1

1−µ , t > 0 и y > 0, справедливы оценки

|wξ(t,y)|≤ Cyξ−1z−θ exp
(
−ρz

1
1−µ

)
, θ≥

{
0, (−ξ) /∈ N0,
−1, (−ξ) ∈ N0,

где z= ty−µ,C= C(ξ,a,µ,ρ,θ);

4) имеет место равенство

D
η
0ywξ(t,y) =wξ−η(t,y);

5) для любых ξ ∈ R и η≥ 0 выполняется равенство(
∂

∂t
+aDµ0y+bD

ν
0y

)
D

−η
0ywξ(t,y) =

xη−1

Γ(η)

yξ−1

Γ(ξ)
;
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6) для любого ξ ∈ R справедливо соотношение

∞∫
0

(
aD

µ
0y+bD

ν
0y

)
wξ(t,y)dt=

yξ−1

Γ(ξ)
.

Из доказанных в работе [16] лемм 2-4 следуют следующие:
Следствие 1. Пусть x > 0,y > 0. Справедливы соотношения:

Gεn(x,y)> 0, ε≥ 0;

Dξ0yG1(x,y) =G
−ξ
1 (x,y), ξ ∈ R; (7)

∂

∂x
G1(x,y) = −2πxG3(x,y); (8)

∂2

∂x2
G1(x,y) = −2πG3(x,y)+4π

2x2G5(x,y);(
aD

{α,β}
0y +bD

{γ,δ}
0y −

∂2

∂x2

)
G1(x,y) = 0. (9)

Следствие 2. Для любых ξ < (2−µ)
(
aµµ

4

) 1
2−µ

, |x| > 0 и y > 0 справедливы
неравенства:

|G1(x,y)|≤ Cy
µ
2−1 exp

(
−ξz

1
2−µ

)
; (10)∣∣∣∣ ∂∂xG1(x,y)

∣∣∣∣≤ C|x|y−µ
2−1 exp

(
−ξz

1
2−µ

)
; (11)

∣∣∣∣ ∂2∂x2G1(x,y)
∣∣∣∣≤ Cy−µ

2−1 exp
(
−ξz

1
2−µ

)
,

где z= x2y−µ,C= C(µ,a,ξ).

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u(x,y)

такую, что u(x,y) в области Ω дважды непрерывно дифференцируема по пере-
менной x; y1−εu(x,y) ∈ C(Ω0), Ω0 = R× [0,T) для некоторого ε > 0, а функция
Dσ−10y u(x,y) ∈ C(Ω0), где σ = max{α,γ}, абсолютно непрерывна как функция пе-
ременной y в полуинтервале [0,T) для всех x ∈ R.

Общее представление решения

В работе доказана следующая теорема об общем представлении решения урав-
нения (1).

Теорема 1. Пусть функция f(x,y)∈ L(−R,R)×(0,T), ∀R> 0, и выполняются
соотношения

lim
|x|→∞y1−ρu(x,y)exp

(
−θ|x|

2
2−µ

)
= 0, (12)
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для некоторых положительных констант ρ,θ > 0, и

lim
|x|→∞y1−εf(x,y)exp

(
−κ|x|

2
2−µ

)
= 0, ε > σ−µ, (13)

где κ < (2−µ)
(µ
T

) 2
2−µ
(
a
4

) 1
2−µ . Тогда функция

u(x,y) =

∞∫
−∞

y∫
0

f(s,t)G1(x− s,y− t)dtds+

+a

∞∫
−∞
φ(s)G1−β1 (x− s,y)ds+b

∞∫
−∞
ψ(s)G1−δ1 (x− s,y)ds (14)

является регулярным решением уравнения (1). Здесь φ(x) = lim
y→0Dα−10y u(x,y),

ψ(x) = lim
y→0Dγ−10y u(x,y).

Доказательство. Рассмотрим функцию

v(x,y,s,t)≡G1(x− s,y− t)hε(|x− s|)hr(|x− s|), (15)

где ε > 0,r > 0 и [16]

hε(t) =

{
1, если t > ε,

30ε−5
∫t
0 s
2(ε− s)2ds, если t ∈ [0,ε],

(16)

hr(t) =


1, если t < r,

30
∫r+1
t (s− r)2(r+1− s)2ds, если t ∈ [r,r+1],

0, если t > r+1,
(17)

hε(t),h
r(t) ∈ C2[0,∞), 0 ≤ hε(t),h

r(t) ≤ 1, h ′
ε(t) = h

′′
ε (t) = 0 при t ≥ ε и hr ′(t) =

hr ′′(t) = 0 если t ̸∈ (r,r+1).

Пусть u(x,y) – регулярное решение уравнения (1). Домножим уравнение (1)
на функцию v(x,y;s,t) и проинтегрируем по области Ω полученное соотношение.
Получим

a

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)D
{α,β}
0t u(s,t)dtds+b

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)D
{γ,δ}
0t u(s,t)dtds−

−

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)uss(s,t)dtds=

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)f(s,t)dtds. (18)
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Применяя формулу дробного интегрирования по частям (5), проинтегрируем
каждое слагаемое равенства (18) отдельно. Имеем

a

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)D
{α,β}
0t u(s,t)dtds= a

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)D
{β,α}
yt v(x,y;s,t)dtds−

−a

∞∫
−∞
φ(s)Dβ−10y v(x,y;s,0)ds. (19)

Аналогично,

b

∞∫
−∞

y∫
0

v(x,y;s,t)D
{γ,δ}
0t u(s,t)dtds= b

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)D
{δ,γ}
yt v(x,y;s,t)dtds−

−b

∞∫
−∞
ψ(s)Dδ−10y v(x,y;s,0)ds. (20)

В случае третьего интеграла из (18), имеем

∞∫
−∞

y∫
0

uss(s,t)v(x,y;s,t)dtds=

y∫
0

us(s,t)v(x,y;s,t)dt
∣∣∣∞
−∞−

∞∫
−∞

y∫
0

us(s,t)vs(x,y;s,t)dtds=

=

y∫
0

us(s,t)v(x,y;s,t)dt
∣∣∣∞
−∞−

y∫
0

u(s,t)vs(x,y;s,t)dt
∣∣∣∞
−∞+

+

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)vss(x,y;s,t)dtds. (21)

Из формул (19)-(21), с учетом представлений (16), (17) имеем

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)L∗v(x,y;s,t)dtds−a

∞∫
−∞
φ(s)Dβ−10y v(x,y;s,0)ds−

−b

∞∫
−∞
ψ(s)Dδ−10y v(x,y;s,0)ds=

∞∫
−∞

y∫
0

f(s,t)v(x,y;s,t)dtds, (22)

где
L∗v(x,y;s,t) = aD

{β,α}
0y v(x,y;s,t)+bD

{δ,γ}
0y v(x,y;s,t)−vss(x,y;s,t) (23)

Далее для удобства записи обозначим

h(x− s) = hε(|x− s|)h
r(|x− s|). (24)

Преобразуем равенство (23) принимая во внимание соотношение (15). Тогда
будем иметь
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∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)L∗v(x,y;s,t)dtds=

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)
[
aD

{β,α}
yt G1(x− s,y− t)h(x− s)+

+bD
{δ,γ}
yt G1(x− s,y− t)h(x− s)−

∂2

∂s2
G1(x− s,y− t)h(x− s)−

−2
∂

∂s
G1(x− s,y− t)h

′(x− s)−G1(x− s,y− t)h
′′(x− s)

]
dtds. (25)

В силу равенства (9) верно выражение

aD
{β,α}
yt G1(x− s,y− t)h(x− s)+bD

{δ,γ}
yt G1(x− s,y− t)h(x− s)−

−
∂2

∂s2
G1(x− s,y− t)h(x− s) = 0. (26)

Перепишем равенство (25) c учетом обозначения (24), равенства (26) и свойств
функций hε(t) и hr(t). Получим

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)L∗v(x,y;s,t)dtds=−2

ε∫
−ε

y∫
0

u(s,t)
∂

∂s
G1(x− s,y− t)h

′
ε(|x− s|)dtds−

−2

r+1∫
r

y∫
0

u(s,t)
∂

∂s
G1(x−s,y−t)h

r ′(|x−s|)dtds−

ε∫
−ε

y∫
0

u(s,t)G1(x−s,y−t)h
′′
ε (|x−s|)dtds−

−

r+1∫
r

y∫
0

u(s,t)G1(x− s,y− t)h
r ′′(|x− s|)dtds.

После элементарных преобразований приходим к выражению

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)L∗v(x,y;s,t)dtds=

r+1∫
r

y∫
0

u(s,t)B(x− s,y− t)dtds+

+

ε∫
−ε

y∫
0

[u(x,y)−u(x+ s,y− t)]A(s,t)dtds−u(x,y)

ε∫
−ε

y∫
0

A(s,t)dtds,

где

A(s,t) = 2
∂

∂s
G1(s,t)h

′
ε(|s|)+G1(s,t)h

′′
ε (|s|), (27)

B(s,t) = −2
∂

∂s
G1(s,t)h

r ′(|s|)−G1(x− s,y− t)h
r ′′(|s|).

Из оценок (10), (11) и условия (12) следует, что для любой точки (x,y) области Ω
справедливы соотношения

lim
r→∞

r+1∫
r

y∫
0

u(s,t)B(x− s,y− t)dtds= 0, (28)
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lim
ε→0

ε∫
−ε

y∫
ζ

[u(x,y)−u(x+ s,y− t)A(s,t)dtds= 0,

и
ε∫

−ε

ζ∫
0

|A(s,t)|dtds <∞,
где ζ – любое положительное, достаточно малое число. Поэтому∣∣∣∣∣∣

ε∫
−ε

y∫
0

[u(x+ s,y− t)−u(x,y)]A(s,t)dtds

∣∣∣∣∣∣≤ C sup
s<ε,t∈Iζ

|u(x+ s,y− t)−u(x,y)|+O(ε).

В силу непрерывности функции u(x,y) в окрестности точки (x,y) и произвольности
выбора ζ получаем, что

lim
ε→0

ε∫
−ε

y∫
0

[u(x+ s,y− t)−u(x,y)]A(s,t)dtds= 0. (29)

Рассмотрим далее интеграл

I(ε) =

ε∫
−ε

y∫
0

A(s,t)dtds.

Принимая во внимание соотношения (7), (8) и (27) перепишем I(ε) в следующем
виде

I(ε) =

ε∫
0

[−4πsG13(s,y)h
′
ε(|s|)+G

1
1(s,y)h

′′
ε (|s|)]ds.

С учетом соотношений

h ′
ε(ε|ζ|) = ε

−1h ′
1(|ζ|), h

′
ε(ε|ζ|) = ε

−2h ′′
1 (|ζ|),

после замены s= εζ, получаем

I(ε) =

1∫
−1

[
−4π|ζ|εG13(εζ,y)h

′
1(|ζ|)+ε

−1G11(εζ,y)h
′′
1 (|ζ|)

]
dζ.

Из равенства (3), с учетом (6), следует

lim
ε→0ε−1G11(εζ,y) = −

|ζ|

2
; lim

ε→0εG13(εζ,y) = 1

4π|ζ|
.

После простых преобразований, принимая во внимание равенство

1∫
−1

g(|ζ|)dζ= 2

1∫
0

g(s)ds
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получаем

lim
ε→0I(ε) = −

1∫
0

[sh ′′
1 (s)+2h

′
1(s)]ds=−1. (30)

Таким образом, в силу равенств (28), (29), (30) получаем, что

∞∫
−∞

y∫
0

u(s,t)L∗v(x,y;s,t)dtds= u(x,y).

С учетом последнего, устремляя ε→ 0 и r→∞ из (22), получаем равенство (14).
Теорема доказана. □

Представление (14) позволяет назвать функцию G1(x− s,y− t) фундаменталь-
ным решением уравнения (1).

Заключение

Таким образом, мы показали, что любое регулярное решение уравнения (1)
представимо в виде (14). Однако, из доказанной теоремы, вообще говоря, не следу-
ет, что любая функция вида (14) будет решением уравнения (1). Для того, чтобы
это имело место необходимо накладывать условия, связанные с характером глад-
кости функций φи ψ. Также в зависимости от распределения параметров α,β,γ
и δ, некоторые из слагаемых в представлении (14) могут оказаться равны нулю.
Поэтому, корректность тех или иных краевых задач для уравнения (1) будет зави-
сеть от набора этих параметров, а различные пары {α,β} и {γ,δ} порождают разные
краевые задачи.

Более подробное изложение этих вопросов станет предметом дальнейших ис-
следований.
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The paper investigates a parabolic partial differential equation with fractional
differentiation with respect to one of two independent variables associated with time.
Such equations are usually referred to the class of fractional diffusion equations. The
fractional differentiation operator is a linear combination of two Dzhrbashyan-Nersesyan
operators. The main result of the work is a theorem on the general representation
of regular solutions of the equation under study in an infinite strip. A fundamental
solution is constructed in terms of the Wright function and its main properties are
studied. In particular, formulas for fractional differentiation are proved, the asymptotic
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its derivatives for large and small values of the self-similar variable, and its positiveness
is proved. To construct a general solution, the Green’s function method adapted to
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