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В работе проводится исследование задачи с внутренне-краевым нехарактери-
стическим смещением для модельного существенно нагруженного уравнения
гиперболического типа второго порядка с двумя независимыми переменными.
Обращено внимание на то, что для нагруженных гиперболических уравнений,
когда нагрузка является характеристической, основные начальные и краевые
задачи ставятся также как для обычных уравнений. Но если нагрузка явля-
ется нехарактеристической, то нужно правильно выбирать те многообразия,
которые будут носителями начальных, краевых и смешанных данных. Приво-
дится аналог теоремы о среднем и аналог формулы Даламбера. Для решения
поставленной задачи применяется метод Даламбера.
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Введение

Актуальность исследований в области нагруженных дифференциальных урав-
нений обусловлена многочисленными практическими задачами, при математиче-
ском моделировании которых они возникают [1], [2]. Главной особенностью нагру-
женных дифференциальных уравнений является их нелокальность. В связи с этим

Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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в математической литературе посвященной нагруженным уравнениям стал приме-
няться термин «эффект влияния нагрузки», который появился после опубликова-
ния работы [3] А.М. Нахушевым. В этой работе автор приводит пример нагружен-
ного вырождающегося гиперболического уравнения второго порядка, для которого
нарушено известное условие Геллерстедта, но тем не менее вторая задача Дарбу
является корректной. Факт некорректности второй задачи Дарбу для уравнения
Лыкова А. М. Нахушев анонсировал в статье [4], вышедшей в 1970 году. Таким
образом можно говорить о ряде задач, которые являются корректными для нагру-
женных дифференциальных уравнений, но не являются корректными для этих
же дифференциальных уравнений без нагрузки. Например, задача с данными на
параллельных характеристиках и задача Коши с данными на характеристическом
многообразии [5], [6].

Эта работа является продолжением исследований в области выявления кор-
ректных задач для модельного нагруженного гиперболического уравнения второго
порядка, начатые в работах [6] и [7].

Аналог теоремы о среднем

В качестве модельного нагруженного уравнения гиперболического типа второго
порядка с двумя независимыми переменными будем рассматривать уравнения вида

uxx−uyy = λuyy(x0,y), (1)

где λ, x0 – произвольные действительные числа, причем λ ̸=−1.
Относительно произвольности x0 сделаем одно важное.
Замечание 1. Область, где рассматривается уравнение (1) должна обладать

свойством, что отрезок [x0,y] для любого y должен принадлежать этой области.
Хорошо известно следующая теорема о среднем или принцип Айсгейрссона для

уравнения (1) при λ= 0.
Суммы значений решения u(z) = u(x,y) уравнения (1) при λ = 0 в противопо-

ложных вершинах z1, z3 и z2, z4 характеристического четырехугольника z1z2z3z4
равны между собой, то есть

u(z1)+u(z3) = u(z2)+u(z4), (2)

очевидно, имеет место и обратное утверждение. Само решение уравнения (1) при
λ= 0 представимо в виде

u(x,y) = f(x−y)+g(x+y). (3)

В зависимости от того, какие условия гладкости предполагаются относительно
f и g решение u(x,y) будет регулярным или обобщенным.

Пусть Ω означает односвязную область плоскости комплексного переменного
z = x+ iy, ограниченную характеристиками уравнения (1) при λ = 0 и отрезками
прямых y= 0 и y= x0, причем 0 < x0 < l.
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Регулярным решением уравнения (1) в областиΩ будем называть любую функ-
цию u(x,y), представимую в виде

u(x,y) = f(x−y)+g(x+y)−
λ

1+λ
[f(x0−y)+g(x0+y)] , (4)

где f(x) и g(x) - произвольные дважды непрерывно дифференцируемые функции.
Пусть z1, z3 и z2, z4 противоположные вершины характеристического четы-

рехугольника z1z2z3z4, а z ′1, z
′
2, z

′
3, z

′
4 проекции соответственно точек z1, z2, z3, z4

вдоль направления, перпендикулярного прямой x = x0. Тогда для уравнения (1)
справедлива формула

u(z1)+λu(z
′
1)+u(z3)λu(z

′
3) = u(z2)+λu(z

′
2)+u(z4)+λu(z

′
4). (5)

Действительно, введем функцию v(x,y) следующим образом

v(x,y) = u(x,y)+λu(x0,y).

Такая замена в уравнении (1) эквивалентным образом переводит его в уравне-
ние

vxx−vyy = 0,

но для него справедлива соотношение (2). Применяя для v(x,y) формулу (2), по-
лучим формулу (5).

Задача с нехарактеристическим внутренне-краевым
смещением

Не нарушая общности будем считать, что 0 < x0 <
l
2 . Действительно, если

l
2 < x0 < l, то делая замену u(x,y) = v(�x,y), �x= l−x, получим уравнение

v�x�x−vyy = λvyy(l−x0,y),0 < l−x0 <
l

2
.

Задача D. в области Ω найти регулярное решение u(x,y) уравнения (1), удовле-
творяющее условиям:

u(x,0) = τ(x), 0≤ x≤ l, (6)

u
(x
2
,
x

2

)
+βu

(
x0,
x

2

)
=φ(x), 0≤ x≤ 20, (7)

u(x,x0) =ψ(x), x0 ≤ x≤ l−x0, (8)

где
τ(x) ∈ C2((0,l))∩C([x0, l−x0]),

φ(x) ∈ C2((0,2x0))∩C([0,2x0]),

ψ(x) ∈ C2((x0, l−x0))∩C([x0, l−x0]).

Пусть β= λ. Удовлетворяя (4) условиям (6)-(8), после несложных преобразова-
ний, получим

f(x)+g(x) = τ(x)+λτ(x0), 0≤ x≤ l, (9)
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f(0)+g(x) =φ(x), 0≤ x≤ 20, (10)

f(x−x0)+g(x+x0) =ψ(x)+λψ(x0), x0 ≤ x≤ l−x0. (11)

Так как x0< l
2 , то, очевидно, что l представимо в виде l= 2πx0+r, где 0≤ r< 2x0.

Для функций f(x) и g(x) из (4) в зависимости от их области определения введем
следующие обозначения

fi(x) = f(x), gi(x) = g(x),

если 2ix0 ≤ x≤ 2(i+1)x0, i= 0,1, ...,n−1,

fn(x) = f(x), gn(x) = g(x),

если l− r≤ x≤ l.
В соответствии с введенными обозначениями из (9) и (10) следует

g0(x) =φ(x)− f(0), (12)

f0(x) = τ(x)+λτ(x0)−φ(x)+ f(0). (13)

Условия (11) и (9) позволяют вычислить все fi(x) и gi(x), i = 1, ...,n. Действи-
тельно, из (11) следует, что

g1(x) =ψ(x−x0)+λψ(x0)− f0(x−2x0).

Подставляя в последнее выражение значение f0(x− 2x0), вычисленное из (13),
получим

g1(x) =ψ(x−x0)+λψ(x0)−τ(x−2x0)−λτ(x0)+φ(x−2x0)− f(0).

Значение для f1(x) получаем из (9):

f1(x) = τ(x)+τ(x−2x0)+2λτ(x0)−ψ(x−x0)−λψ(x0)−φ(x−2x0)+ f(0).

В формулах для f1(x) и g1(x) x ∈ [2x0,4x0].
Продолжая этот рекуррентный процесс легко получить формулы для нахож-

дения fk(x) и gk(x)

gk(x) =

k∑
i=1

[ψ(x−(2i−1)x0)−τ(x−2ix0)]+

+φ(x−2kx0)+λk[ψ(x0)−τ(x0)]− f(0), (14)

fk(x) =

k∑
i=1

[τ(x−2ix0)−ψ(x−(2i−1)x0)]+

+τ(x)+φ(x−2kx0)+λk[τ(x0)−ψ(x0)]+λτ(x0)+ f(0), (15)

где x ∈ [2ix0,2(i+1)x0] для k= 1, ...,n−1 и x ∈ [l− r, l] для k= n.
В силу регулярности решения очевидны следующие требования:
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gk(2kx0) = gk−1(2kx0), g
′
k(2kx0) = g

′
k−1(2kx0), g

′′
k (2kx0) = g

′′
k−1(2kx0),

fk(2kx0) = fk−1(2kx0), f
′
k(2kx0) = f

′
k−1(2kx0), f

′′
k (2kx0) = f

′′
k−1(2kx0), k= 1,2, ...,n,

которые выполняются при следующих условиях

φ(2x0) = (1+λ)ψ(x0), (16)

τ(0)+λτ(x0) =φ(0), (17)

ψ ′(x0)−τ
′(0) =φ ′(0)−φ ′(2x0), (18)

ψ ′′(x0)−τ
′′(0) =φ ′′(0)−φ ′′(2x0). (19)

Остается выписать искомое решение задачи. Для этого разобьем нашу область
Ω на 2n+1 областей

Ω2i = {(x,y) : 2x0i≤ x−y < 2x0(i+1), 2x0i≤ x+y < 2x0(i+1), 0 < y < x0},

i= 0,1, ...,n−1,

Ω2i+1 = {(x,y) : 2x0i≤ x−y≤ 2x0(i+1), 2x0(i+1)< x+y < 2x0(i+2)},

i= 0,1, ...,n−2,

Ω2n−1 = {(x,y) : 2(n−1)x0 < x−y < 2nx0, 2nx0 < x+y < l, 0 < y < x0},

Ω2n = {(x,y) : 2nx0 < x−y < l, 2nx0 < x+y < l, 0 < y <
r

2
}.

Формула (4) позволяет выписать решение в каждой из 2n+1 областей

u(x,y) =

{
fi(x−y)+gi(x+y)−

λ
1+λ [fi(x0−y)+gi(x0+y)], (x,y) ∈Ω2i, i= 0,n,

fi(x−y)+gi+1(x+y)−
λ
1+λ [fi(x0−y)+gi+1(x+y)], (x,y) ∈Ω2i+1, i= 0,n−1,

(20)

где gi, fi вычисляются по формулам (14), (15) соответственно.
Теорема. Пусть выполнены условия (16) - (19). Тогда задача D однозначно

разрешима и ее решение выписывается по формуле (20).
Замечание 1. Если l= 2x0, то, очевидно, что

u(x,y) = τ(x−y)+λτ

(
l

2

)
−φ(x−y)+φ(x+y)−

−
λ

1+λ

[
τ

(
l

2
−y

)
+λτ

(
l

2

)
−φ

(
l

2
−y

)
+φ

(
l

2
+y

)]
,

и оно определено в области Ω= {(x,y) : 0 < x−y < l, 0 < x+y < l, 0 < y < l/2}.
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Замечание 2. При β = 0 и β ̸= λ однозначная разрешимость задачи в обла-
сти Ω0 эквивалентным образом редуцируется к разрешимости функционального
уравнения с параметром, исследование которого автор провел в статье, сданной в
печать.

Замечание 3. Следует отметить, что полученное решение исследуемой задачи
невозможно продолжить за прямую y= x0. Такая же ситуация была и при иссле-
довании задачи Коши для уравнения (1). Можно предположить, что прямая y= x0
играет роль характеристики для уравнения (1).

Заключение

Постановка основных краевых задач для нагруженных гиперболических урав-
нений существенно зависит от вида нагрузки. Если след нагруженного слагаемо-
го является характеристическим многообразием, то постановка основных краевых
и начальных задач осуществляется также как для уравнений без нагрузки. Как
правило разрешимость поставленной задачи эквивалентным образом редуцируется
к интегральному, интегро-дифференциальному или функциональному уравнению
относительно следа (нагрузки) решения. Для иллюстрации отметим несколько ра-
бот [8]-[11].

Если же след нагруженного слагаемого является нехарактеристическим, то,
учитывая замечание 1, приходим к выводу, что область где ищется решение до-
статочно трансформируется и нужно правильно выбрать многообразия, которые
будут носителями начальных, краевых или смешанных данных. В этой работе фак-
тически показано, как правильно ставить задачу Дарбу для нагруженного гипер-
болического уравнения с нехарактеристической нагрузкой. Случай, когда β= 0.
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и публикации нет.
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