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Введение

Коронавирус представляет собой широкую категорию вирусов, связанных с раз-
личными заболеваниями: от типичной простуды до чрезвычайно серьезных состо-
яний, включая ближневосточный респираторный синдром (MERS), а также тяже-
лый острый респираторный синдром (SARS). В 2019 году новый коронавирус был
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обнаружен в Ухане, Китай. Он представлял собой новый коронавирус, который
никогда не встречался среди людей. Меры по борьбе с COVID-19, принимаемые
государствами, не смогли сдержать распространение эпидемии. В результате 11
марта 2020 года Всемирная организация здравоохранения объявила эту вспышку
пандемией. COVID-19 радикально повлиял на повседневную жизнь во всем мире.

Коронавирус способен передаваться от человека к человеку разными путями.
По текущим данным, вирус передается в основном между людьми, которые на-
ходятся в тесном контакте друг с другом. Люди могут заразиться при контакте
вируса с глазами, носом или ртом, также при контакте с предметами, пораженны-
ми вирусом. Различные штаммы SARS-CoV-2 имеют различные свойства. Один из
последних, Омикрон, распространяется быстрее, чем предыдущие, а также спосо-
бен заражать переболевших и вакцинированных [1]-[3].

Математические модели широкого применяются для изучения и описания раз-
личных процессов во многих областях: экономика, финансы, климат, медицина
[4], [5]. Использование математических моделей для прогнозирования распростра-
нения эпидемий, особенно важно для понимания их природы и разработки эффек-
тивных методов борьбы. SI, SIS, SIR, SEIR, SIRD и SEIRD – известные и наиболее
часто используемые модели распространения болезней, они строятся использова-
нием обыкновенных дифференциальных уравнений. Неизвестные функции в дан-
ных моделях описывают количество людей в определенных группах [6]-[8]. Для
моделирования и исследования пандемии COVID-19 уже было представлено мно-
жество моделей [9]-[14].

Метод исследования с использованием производных дробного порядка широко
распространен в практически во всех областях науки, включая математику, фи-
зику и машиностроение. Различные методы использовались для изучения дроб-
ного исчисления и уравнений дробного порядка в течение предыдущих трех де-
сятилетий, в том числе в исследованиях применяются оператор Эрдейи–Кобера,
оператор Римана–Лиувилля, оператор Капуто, оператор Вейля–Рисса и оператор
Грюнвальда–Летникова [15]-[19].

При построении математических моделей, описывающих распространение эпи-
демий, также применяют производные дробного порядка [20]. В данной работе
представлены результаты моделирования пятой волны пандемии COVID-19, вы-
званной в том числе штаммом омикрон, с помощью модели, которую называют
SEIRD. Приведены графические иллюстрации численных решений и параметры
модели. Как отмечалось в [21], дробные производные обладают свойствами па-
мяти, следовательно, они лучше подходят для моделирования эпидемии. Кроме
того, в дробной модели порядок производных дает большую свободу при подборе
данных.

SEIRD модель дробного порядка

Среди всех определений дробной производной в реальных приложениях наибо-
лее часто используется производная Капуто. Она определяется следующим обра-

104



Численная реализация математической модели (SEIRD). . . ISSN 2079-6641

зом [22]:

∂αf(t) =
1

Γ (n−α)

∫ t
0
(t−τ)n−α−1 fn (τ) dτ, (1)

где n= [α] – первое целое число, превышающее α, Γ — гамма-функция, f ∈ Cn.
В данной работе использована SEIRD модель, представленная в [23], в которой

учитываются 5 групп лиц: восприимчивые, бессимптомные инфицированные, ин-
фицированные с симптомами, излечившиеся и умершие. Название модели происхо-
дит от первых букв английских эквивалентов названий групп. Уравнения модели
имеют следующий вид: 

∂qS=−S(r1E+ r2I) ,

∂qE= S(r1E+ r2I)−(a1+c1)E,

∂qI= c1E−(a2+c2)I,

∂qR= a1E+a2I,

∂qD= c2I,

(2)

где 0 < q < 1.
Начальные условия:

S(0) = S0,

E(0) = E0,

I(0) = I0,

R(0) = R0,

D(0) =D0.

(3)

Модель (3) – (3) предполагает, что люди из группы бессимптомных (E) могут
переместиться либо в группу выздоровевших (R), либо в группу заболевших (I).
a1 и c2 – скорости перемещения заболевших из E в R и I соответственно. Кроме
того, пациенты с симптомами (I) выздоравливают со скоростью a2, или умирают
со скоростью c2, т.е. попадают в группы R и D. r1 и r2 – скорость заражения от
бессимптомных больных и больных с симптомами соответственно. В [23] предпола-
гается, что обнаруженные инфицированные индивидуумы изолируются, и, таким
образом, мы предполагаем r2 = 0. На первом этапе эпидемии все население счи-
тается восприимчивым к заболеванию S(0) =N. Однако за счет принудительного
социального дистанцирования, вакцинации и прочих факторов, количество вос-
приимчивых людей уменьшается, и, следовательно уменьшается также и значение,
принятое для S(0). Коэффициенты модели неотрицательны.

Обозначим τI = 5 и τD = 11 – среднее время инкубации и среднее время от
первых симптомов до смерти. По аналогии с [23], рассмотрим суммы α1 = a1+ c1
и α2 = a2+c2, которые который связаны с τI и τD следующим образом

τI =
1

α1
, τD =

1

α2
.
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Уровень смертности фиксируется константой, исходя из статистических данных,
его связь с другими коэффициентами выражается формулой

m=
c1
α1

c2
α2
.

Как и в классической модели параметры a1, r1, S(0) и E(0) задаются исходя из
наилучшего соответствия результатов расчетов и реальных данных [11]. Следова-
тельно, задавая параметры a1, r1, S(0) и E(0), мы можем вычислить оставшиеся
параметры модели по следующим формулам:

c1 = α1−a1, c2 =m
α1α2
c1

, a2 = α2−c2.

Физический смысл связи α1 и α2 c τI и τD, а также с m рассматривается в
приложении работы [23].

Пусть R5+ =
{
X ∈ R5 : X≥ 0

}
и X(t) = (S(t) ,E(t) , I(t) ,R(t) ,D(t)).

Теорема 1. Существует единственное неотрицательное решение для си-
стемы дробных дифференциальных уравнений (3), и это решение принадле-
жит R5+.

Доказательство. Существование и единственность решения уравнений (3) мо-
жет быть доказано из ([21], теорема 3.1, и следствие 3.2). Согласно [20], мы должны
показать, что область R5+ положительно инвариантна. Рассмотрим

∂qS
∣∣
S=0

= 0,

∂qE
∣∣
E=0

= 0,

∂qI
∣∣
I=0

= c1E,

∂qR
∣∣
R=0

= a1E+a2I,

∂qD
∣∣
D=0

= c2I.

(4)

Так как, все уравнения (4) ≥ 0, используя ([20], лемма 3.1 и следствие 3.2) мы
можем сказать, что теорема 1 доказана и решение принадлежит R5+. □

Разностная схема

Пусть [0,T ] – отрезок времени, на котором производится моделирование. Через
ωτ обозначим равномерную сетку на отрезке [0,T ]:

ωτ =
{
tj = jτ, j= 0,1, . . . ,N,τN= T

}
.

Задаче (3) поставим в соответствие разностную задачу (4)

∆
q
0,tj+1

S=−Sj
(
r1Ej+ r2Ij

)
,

∆
q
0,tj+1

E= Sj
(
r1Ej+ r2Ij

)
−(a1+c1)Ej,

∆
q
0,tj+1

I= c1Ej−(a2+c2)Ij,

∆
q
0,tj+1

R= a1Ej+a2Ij,

∆
q
0,tj+1

D= c2Ij,

(5)
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где S0 = S(0), E0 = E(0), I0 = I(0), R0 = R(0), D0 =D(0) – заданные начальные усло-
вия; j= 0,n; ∆q0,tj+1

= 1
Γ(2−q)

∑j
s=0

(
t
1−q
j−s+1− t

1−q
j−s

)
us+1−us

τ – дискретный аналог дроб-

ной производной порядка O(τ2−q) [24]; q ∈ (0,1).
Используя схему (4), на каждом шаге получим набор из пяти значений, соот-

ветствующих Sj+1, Ej+1, Ij+1, Rj+1 и Dj+1.

Результаты

Для получения параметров модели мы использовали данные за период, совпа-
дающий с началом пятой волны заболеваемости. Статистические данные получены
на портале, созданном государством для информирования населения (стопкорона-
вирус.рф), содержащим оперативные данные о развитии ситуации как в стране,
так и в регионах.

Результаты моделирования приведены для следующих субъектов:

• Россия;

• Москва;

• Санкт-Петербург;

• Камчатский край.

В таб. 1 и в таб. 2 приведены параметры модели, а также начальные условия
для каждого субъекта.

На рис. 1, 2, 3, 4 приведены графики результатов расчетов для всей России и
субъектов.

Таблица 1

Параметры модели [Model parameters]
Субъект q m r1 a1

Россия 0,82 0,001 4,7×10−9 0,1815

Москва 0,95 0.0005 5.5×10−8 0,17

Санкт-Петербург 0,92 0.0014 1.32×10−7 0,155

Камчатский край 0,9 0,001 1,4×10−6 0,138

Таблица 2

Начальные условия [Initial conditions]
Субъект S0 E0 I0 R0 D0

Россия 145,8×106×0,7 617914×1,4 617914 9809300 319911

Москва 12632409×0,7 135492×1,4 135492 1902438 37739

Санкт-Петербург 5376672×0,7 24795×1,4 24795 819567 28872

Камчатский край 312337×0,7 4629×1,4 4629 19912 527
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Рис. 1. Результаты для России: а) Общий график в логарифмическом масштабе,
б) зараженные с симптомами, в) умершие.

[Figure 1. Results for Russia: a) General graph on a logarithmic scale, b) infected with
symptoms, c) deceased]
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Рис. 2. Результаты для Москвы: а) Общий график в логарифмическом масштабе,
б) зараженные с симптомами, в) умершие.

[Figure 2. Results for Moscow: a) General graph on a logarithmic scale, b) infected with
symptoms, c) deceased]
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Рис. 3. Результаты для Санкт-Петербурга: а) Общий график в логарифмическом
масштабе, б) зараженные с симптомами, в) умершие.

[Figure 3. Results for St. Petersburg: a) General graph on a logarithmic scale, b) infected
with symptoms, c) deceased]
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Рис. 4. Результаты для Камчатского края: а) Общий график в логарифмическом
масштабе, б) зараженные с симптомами, в) умершие.

[Figure 4. Results for Kamchatka Krai: a) General graph on a logarithmic scale,
b) infected with symptoms, c) deceased]

При корректном подборе коэффициентов модели мы можем построить прогноз.
Рассмотрим результаты прогнозирования для Санкт-Петербурга. Для этого про-
изведем расчет с теми же параметрами, что приведены в таб. 1 и таб. 2. На рис. 5
представлены результаты прогнозирования.
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Рис. 5. Прогноз для Санкт-Петербурга: а) зараженные с симптомами, б) умершие.
Круглыми маркерами обозначены данные, на которых был произведен под-
бор параметров. Маркерами со звездочками обозначены прогнозируемые
данные.

[Figure 5. Predict for St. Petersburg: a) infected with symptoms, b) deceased. The data
used for estimating the parameters are shown by circles. Markers with asterisks
indicate predicted data.]
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Заключение

В данной работе была рассмотрена SEIRD модель распространения эпидемии.
В уравнениях модели были использованы дробные производные, свойства которых
положительно сказываются на результатах моделирования. Не смотря на свою про-
стоту, данная модель показывала достаточно высокую точность на ранних этапах
эпидемии [23]. В связи с началом пятой волны заражений, а также с распростране-
нием омикрон штамма коронавирусной инфекции, который способен заразить уже
вакцинированных людей, появилась возможность вновь применить данную модель
и изучить полученные результаты.

Неизвестные функции SEIRD модели описывают состояние пяти групп людей:

• восприимчивые;

• инфицированные без симптомов;

• инфицированные с симптомами;

• выздоровевшие;

• умершие.

Реальные данные, на основе которых можно произвести примерное сравнение, есть
только по двум признакам: инфицированные с симптомами и умершие. Мы сравни-
ли результаты моделирования с этими данными, для России в целом и для Санкт-
Петербурга результат коррелирует с статистическими данными.

Стоит отметить, что статистические данные содержат в себе информацию о
заболевших всеми штаммами COVID-19. Этот факт в любом случае вносит по-
грешность в результаты моделирования в связи с разными свойствами штаммов
коронавируса.

В целом SEIRD модель дробного порядка возможно использовать для модели-
рования распространения эпидемии в рамках отдельно взятого штамма. Появление
же новых штаммов, вакцинация и другие факторы, ведут к изменению коэффи-
циентов модели.

Конкурирующие интересы. Авторы заявляют, что конфликтов интересов в
отношении авторства и публикации нет.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы учавствовали в написа-
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In the present paper, a fractional-order epidemic model with operator called the
Caputo operator for the transmission of COVID-19 epidemic is analyzed. This model
takes into account the following groups of people: susceptible (S), exposed (E),
infected (I), recovered (R) and deceased (D). The model is called SEIRD, from the
first letters of the names of the described groups. Calculations are based on public
data on incidence in Russia and the following subjects: Moscow, St. Petersburg and
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