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Введение

К математическим моделям диффузионного типа, в основе которых лежат раз-
личные варианты дифференциального уравнения в частных производных второго
порядка параболического типа

ut = a
2∆u+ f(u;x;t) (1)

где a = const > 0, u = u(x;t) неизвестная функция точки x ∈ Rn и времени t,
∆xu оператор Лапласа по координатам, сводится широкий класс задач подземного
тепломассопереноса в сплошных средах [1].

Финансирование. Работа выполнена без финансовой поддержки
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Важным вариантом модельного уравнения (1) является линейное дифферен-
циальное уравнение [2] совместного движения солей и влаги в водонасыщенных
пористых природных средах

∂u

∂t
=Dk

∂2u

∂x2
−b

∂u

∂x
+β(u∗−u), (2)

где u= u(x,t) – концентрация почвенного раствора в точке x слоя 0 < x < r толщи-
ны r в момент времени t≥ 0; Dk – коэффициент конвективной (фильтрационной)
диффузии; b = υ0

m – фактическая скорость фильтрации в пористом пространстве;
v0 – скорость фильтрации; m – пористость почв и почвогрунтов; β= const – кине-
тический коэффициент растворения; u∗ – концентрация предельного насыщения.

Дифференциальное уравнение (2) с частными производными целого поряд-
ка параболического типа, построенное при соблюдении закона Дарси и гипотезы
сплошности среды протекания, является основным в теоретических исследовани-
ях при изучении внутренних механизмов массопереноса в капиллярно-пористых
водонасыщенных средах. Оно предполагает неустановившееся линейное движение
воднорастворимых солей и примесей в грунтовых водах, грунтах и почвах вдоль
оси абсцисс и независимость интенсивности растворения солей от сложной топо-
логии пористой среды протекания [3].

Следует отметить, что при таком общем подходе схематизации потока сложная
внутренняя структура среды протекания, как правило игнорируется, а процессы
взаимодействия между жидкостью и пористой средой характеризуются осреднен-
ными интегральными параметрами. При этом достаточно убедительные и много-
численные наблюдения и экспериментальные данные показывают [4], что динами-
ческие процессы влагосолепереноса в почвогрунтах, многообразные процессы вза-
имодействия между жидкостью и пористой средой протекания, достаточно часто
обнаруживают инвариантность (фрактальность) пространственных и временных
свойств и их математическое описание требует расширения диапазона измерения
динамических характеристик [5].

Как известно, почва и почвогрунт при больших значениях m хорошо интер-
претируются как пористые среды с фрактальной структурой и памятью [6]. Нали-
чие памяти означает, что на значение диффузионного потока u= u(x,t) в данный
момент времени t оказывает влияние последовательность предшествующих его
состояний. Для процессов влагосолепереноса во фрактальных пористых средах
характерно крайне нерегулярное хаотическое изменение гидродинамических пере-
менных во времени и наличие особого непредсказуемого их состояния и поведения
с резко изменяющимися свойствами в пространстве и со временем.

Одно из перспективных направлений исследования, существенно расширяю-
щих возможности классических методов математического описания нелинейных
особенностей сложных взаимосвязанных диффузионно-релаксационных процес-
сов, происходящих во фрактальных средах, связано с использованием формализма
дробного интегро-дифференцирования [7]. Операторы дробного интегрирования и
дифференцирования, обладая в приложениях рядом весьма важных структурно-
функциональных свойств и допускающие различные обобщения, находят широ-
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кое применение в методах решения задач подземного массопереноса,учитывающих
фрактальную во времени и пространстве природу нелинейных явлений [8].

Дифференциальное уравнение (2) совместного движения солей и влаги не учи-
тывает, что почвы и почвогрунт, как правило, имеют фрактальную структуру.
Учет этого фактора принципиально меняет уравнение (2) диффузионного влаго-
солепереноса, превращая его в дифференциальное уравнение дробного порядка
следующего вида:

Dα0tu(x,η) = a
∂2u

∂x2
−b

∂u

∂x
+β(u∗−u), (3)

где a – коэффициент фрактальной диффузии, b – фактическая скорость движения
почвенного раствора в порах грунта, Dα0t – оператор дробного дифференцирования
по времени t порядка α ∈ [0,1] в смысле Римана-Лиувилля [9].

Дробное дифференциальное уравнение (3) при α= 1 совпадает с основным диф-
ференциальным уравнением (2) совместного движения воды и солей при полном
насыщении почвогрунтов растворимыми солями, построенного в рамках общепри-
нятой конвективно - диффузионной модели линейной теории подземного массопе-
реноса. Уравнение (3), сохраняя его общую структуру, учитывает, что изменение
во времени (от начального 0 до текущего t) концентрации почвенного раствора в
какой-либо точке x имеет фрактальную природу, и это изменение равно поступ-
лению солей в результате разности концентрации почвенного раствора, переноса
солей движущейся влагой и вследствие растворения солей твердой фазы и поступ-
ления их в раствор [10].

Характерной особенностью уравнения (3) движения почвенного раствора дроб-
ного порядка , отличающего его от известного классического дифференциального
уравнения с частными производными второго порядка параболического типа (2),
является его нагруженность [11]. Применение нагруженных уравнений с частными
производными в описании процессов подземного массопереноса, существенно рас-
ширяя возможности качественного понимания и количественного описания нели-
нейных особенностей состояния и поведения исследуемых процессов, открывает
принципиально новые возможности решения задач тепломассопереноса в средах с
фрактальной организацией и памятью.

Рассмотрим для обобщенного дробного дифференциального уравнения (3) дви-
жения почвенного раствора видоизменную задачу Коши в следующей постановке
[12].

Задача S

Найти регулярное в любой точке x ∈ [0,r] и для любого момента времени t > 0
решение u = u(x,t) уравнения (3), ограниченное при t → 0 и удовлетворяющее
условию Коши:

u(0,t) = τ(t), ux(0,t) = Ψ(t), 0≤ t≤ T. (4)
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В данном случае τ(t) – минерализация почвенного раствора, а Ψ(t) – "по-
ток"концентрации на поверхности почвогрунта x = 0 в момент времени t от на-
чального t= 0 до расчетного t= T .

Как указано в работе [13], несмотря на долгую историю развития математи-
ческого аппарата дробного дифференцирования, точные аналитические способы
решения начально краевых задач для уравнений дробного порядка оказались воз-
можными лишь для сравнительно узких классов задач, а теория численных мето-
дов их решения носит фрагментарный характер и далека от завершения. Одним из
возможных и наиболее перспективных методов приближенного решения задач для
дифференциальных уравнений с дробными производными является развитие наи-
более эффективного промежуточного класса - численно-аналитического методов
решения.

Основная идея численно–аналитических методов приближенного решения за-
дач для уравнений дробного порядка состоит в переходе от континуальных неиз-
вестных к дискретным, который осуществляется на основе применения одних и тех
же приемов строгого математического аппарата, без принятия каких-либо допол-
нительных гипотез [14]. При реализации числено-аналитического метода решения
уравнений с дробными производными, представляющего различные модификации
метода конечных разностей, важную роль играют алгоритмы частного дифферен-
цирования и интегрирования, основанные на определении производных по Летни-
кову и Грюнвальду [15].

В основе предлагаемого алгоритма численно-аналитической реализации реше-
ния задачи S для дробного диффузионного уравнения лежит следующая схема.

Пусть 0= x0 < x1 < ... < xn < xn+1 = r, hi = xi+1−xi,

u(xi, t) = τi(t), ux(xi, t) = Ψi(t), i= 0,1, ...n.

В уравнении (3) введём новую переменную по формуле

υi(x,t) = u(x,t)exp
[
µ(x−xi)

]
,

где µ= const.

Найдём частные производные

∂u

∂x
=

(
∂υi
∂x

−υiµ

)
e−µ(x−xi ,

∂2u

∂x2
=

(
∂2υi
∂x2

−2µ
∂υi
∂x

+υiµ
2

)
e−µ(x−xi)

Затем, подставляя найденные значения частных производных от функции u=

u(x;t) в уравнение (3) и выполнив преобразования, получим,

Dα0tυie
−µ(x−xi) = a

(
∂2υi
∂x2

−2µ
∂υi
∂x

+υiµ
2

)
e−µ(x−xi)−

−b

(
∂υi
∂x

−υiµ

)
e−µ(x−xi)+β

(
u∗−υie

−µ(x−xi)
)
,

178



Численно-аналитический метод решения видоизменной задачи . . . ISSN 2079-6641

Da0tυi(x,η) = a
∂2υi
∂x2

+(−2aµ−b)
∂υi
∂x

+(aµ2+bµ−β)υi+βu∗e
µ(x−xi)

Тогда функция υi= υi(x,t) удовлетворяет следующему дискретному уравнению

Da0tυi = a
∂2υi
∂x2

+cυi+ fi(x), (5)

где 2µ= −b
a ; c= aµ2+µb−β; fi(x) = βu∗eµ(x−xi), и начальным условиям:

υi(x,t)|x=xi = u(x,t)exp
[
µ(x−xi)

]∣∣
x=xi

= u(xi, t) = τi(t) (6)

∂υi(x,t)

∂x

∣∣
x=xi

=

[
∂u(x,t)

∂x
+µu(x,t)

]
exp

[
µ(x−xi)

]∣∣
x=xi

=

= ux(xi, t)+µu(xi, t) = Ψi(t)+µτi(t) = υi(t) (7)

Система (5)-(7), в силу формулы Грюнвальда- Летникова, которая допускает
дискретную трактовку дробной производной Римана –Лиувилля [15], аппроксими-
руется следующим конечно-разностным нагруженным дифференциальным урав-
нением:

hi

[
a
∂2υi
∂x2

+ fi(x)

]
=
[
Dα0t−c

]
det

∥∥∥∥∥ τ xi−x

τi+1A
µ
i xi+1−x

∥∥∥∥∥ ,Aµi = exp
[
µhi
]
. (8)

Точное решение разностного уравнения (8) в классе достаточно гладких функ-
ций примем за приближенное решение уравнения (3).

Из уравнения (8), интегрируя его получим

hi

[
a

∫x
xi

∂

∂x

(
∂υi
∂x

)
+βu∗

∫x
xi

eµ(ξ−xi)dξ

]
=

=
[
Dα0t−c

]{
τi

∫x
xi

(
xi+1−ξ

)
dξ−τi+1A

µ
i

∫x
xi

(
xi−ξ

)
dξ

}
,

2hi

[
a
∂υi
∂x

−a
∂υi
∂x

∣∣
x=xi

+
βu∗
µ

[
eµ(x−xi)−1

]]
=

=−
[
Dα0t−c

]{
τi
[
(xi+1−x)

2−h2i
]
−τi+1A

µ
i (xi−x)

2

}
,

2hi
[
a
∂υi

∂x
+
∂Fi
∂x

−aυi
]
=
[
Dα0t−c

]∥∥∥∥∥ τi xi−x
2

τi+1A
µ
i (xi+1−x)

2−h2i

∥∥∥∥∥ , (9)

где

Fi =

∫x
xi

(x−ξ)fi(ξ)dξ= βu∗
{
µ(xi−x)+ exp

[
µ(x−xi)

]
−1
}
/µ2,

∂Fi/∂x= βu∗
{
exp

[
µ(x−xi)

]
−1
}
/µ.
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Равенство (9) даёт основание записать

2hi

∫x
xi

(
a
∂υi
∂x

+
∂Fi
∂x

−2aυi

)
dξ=

=−
[
Dα0t−c

]{
τi

∫x
xi

[
(xi+1−ξ)

2−h2i
]
dξ−τi+1A

µ
i

∫x
xi

(xi−ξ)
2dξ

}
,

2hi
[
a(vi−τi)+Fi−avi(xi−xi)

]
=

=−
[
Dα0t−c

]{
τi
[
h2i (xi−x)+

1

3
(xi+1−x)

3
]
−
1

3
τi+1A

µ
i (xi−x)

3

}
.

Полученное равенство можно записать в следующем виде

2hi
[
a(υi−τi)+Fi−avi(xi−xi)

]
=

=−
[
Da0t−c

]∥∥∥∥∥ τi (x−xi)
3/3

τi+1A
µ
i (xi−x)h

2
i +
[
h3i −

(
xi+1−x

)3]
/3

∥∥∥∥∥ . (10)

Из равенств (9) и (10) в силу (4), (5) при значении x= xi+1 соответственно имеем

2hi

[
a
(
vi+1−vi

)
+
βu∗(A

µ
i −1)

µ

]
=−h2i

[
Dα0t−c

](
τi−τi+1A

µ
i

)
,

2hi

[
aτi+1A

µ
i −aτi+

βu∗{A
µ
i −1−µhi}

µ2
−avihi

]
=
h3i
3

[
Dα0t−c

](
2τi+τi+1A

µ
i

)
.

Отсюда в силу обратимости дробного оператора
[
Dα0t−ci

]
, получаем следующие

реккурентные соотношения[
Dα0t−c

]
τi+1 = 2h

−1
i A

−µ
i

[
a(vi+1−vi)+u∗β(A

µ
i −1)/µ

]
+A−µ

i

[
Dα0t−c

]
τi, (11)[

Dα0t−ci
]
τi+1 = 2A

−µ
i

{
3h−2i (Fii+1−aτi−avihi)−

[
Dα0t−c

]
τi
}
, (12)

где Fi+1 = u∗β(A
µ
i −1−µhi)/µ

2, ci = c+6ah
−2
i , τ0 = τ0(t), v0 = µτ0+Ψ0(t).

Формулы (11), (12), выражающие с помощью оператора Dα0t дробного диффе-
ренцирования значения ui+1= τi+1 через значения ui= τi, где i= 0,1, ...,n представ-
ляют собой численно-аналитический алгоритм приближенного решения задачи S
для нагруженного дифференциального уравнения, в котором важнейшим пара-
метром является размерность α фрактальной среды протекания.

Заключение

Очевидное преимущество численно-аналитического алгоритма (11), (12) реше-
ния задачи S вытекает из универсальности применяемых во всех приближенных
методах данной группы подходов к замене дробного дифференциального уравне-
ния алгебраическими на основе перехода от континуальных неизвестных к дис-
кретным. Наличие в (11), (12) дифференциального оператора дробного порядка
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позволяет глубже понять известные ранее результаты и получить новый класс ре-
шений, позволяющий описать нелинейные эффекты процессов влагосолепереноса
в средах с фрактальной организацией и памятью, ранее не объяснимых с позиций
традиционных подходов.

Достоинством предложенного численно-аналитического метода решения задачи
S для дробного уравнения является приведение ее к системам уравнений, допус-
кающих эффективное численное решение современными вычислительными сред-
ствами.
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Введение

К математическим моделям диффузионного типа, в основе которых лежат раз-
личные варианты дифференциального уравнения в частных производных второго
порядка параболического типа

ut = a
2∆u+ f(u;x;t) (1)

где a = const > 0, u = u(x;t) неизвестная функция точки x ∈ Rn и времени t,
∆xu оператор Лапласа по координатам, сводится широкий класс задач подземного
тепломассопереноса в сплошных средах [1].
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