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В прямоугольнике Ω для дифференциального уравнения дробного порядка в
смысле Капуто исследуется задача управления с помощью функции источни-
ка. Другими словами, задача заключается в нахолждении функции источника
f(x,y) таким образом, чтобы в результате в момент времени t= θ температура
изучаемого обьекта должна быть распределена как заданная функция Ψ(x,y).
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Введение

Многие физические, биологические и инженерные задачи моделируются урав-
нениями дробного порядка. Настоящая работа посвящена изучению разрешимо-
сти первой краевой задачи и задачи управления функцией источника для диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка. Методы решения дифференциальных
уравнений дробного порядка, удовлетворяющих краевым и начальным условиям,
можно найти в книгах [1], [2].

Впервые подробное изложение задач управления описываемых уравнениями с
частными производными, было дано в книге [3].

Финансирование. Здесь указывается финансовая поддержка

62

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


Об одной задаче управления . . . ISSN 2079-6641

В последние годы возрастает интерес к изучению задач управления процессами,
описываемых с различными дифференциальными уравнениями. В работах В. А.
Ильина и Е. И. Моисеева [4] - [6] исследованы вопросы граничного управления
различными системами, описываемыми волновым уравнением.

Из результатов, относящихся к проблеме управления процессами, описываемы-
ми уравнениями параболического типа, и, в частности, процессом теплообмена,
можно отметить работы [7] - [8]. В случае целого порядка, задача управления про-
цессом теплообмена изучена в работах академика Ш.О. Алимова (см. [9] - [13]) и в
неоднородном случае - в работах [14] - [16].

Основные определения и формулировка проблемы

Прежде чем привести основные результаты, введем некоторые определения.
Пусть m - положительное целое число и m−1 < α ≤m. Дробная производная

Капуто порядка α определяется следующим образом (см.[2]):

Dαf(t) := Im−α d
m

dtm
f(t), t > 0, (1)

где интеграл

Iβf(t) :=
1

Γ(β)

∫ t
0
(t−τ)β−1f(τ)dτ, t > 0, β > 0, (2)

называется дробным интегралом Римана - Лиувилля порядка β и I0f(t) := f(t).
Пусть Ω= (0; l1)× (0; l2) и пусть 0 < α≤ 1.
Рассмотрим следующее неоднородное уравнение дробного порядка α

Dαt u= ∆u+ f(x,y,t), 0 < x < l1, 0 < y < l2, 0 < t < T, (3)

с граничными условиями

u(0,y,t) = 0, u(l1,y,t) = 0, u(x,0,t) = µ(t), u(x,l2, t) = 0, 0≤ t≤ T, (4)

и начальным условием

u(x,y,0) =ϕ(x,y), 0≤ x≤ l1, 0≤ y≤ l2, (5)

где ϕ(x,y) – заданная функция, ∆u = uxx+uyy – оператор Лапласа, µ(t) – огра-
ниченная, монотонная функция, µ ′(t)≤M1 и µ(0) = 0.

Отметим, что условия (4) означают следующее: в стороне y= 0 граничное усло-
вие задано функцией µ(t) , а на остальных сторонах значение функции равно нулю.

Определение. Функцию u(x,y,t) будем называть решением задачи (3) - (5),
если ее производные по x и y до второго порядка и Dαt u непрерывны в �Ω× (0,T ] и
удовлетворяют уравнению (3) в Ω× (0,T ] и условиям (4), (5).

Сначала будемь решать задачу (3) - (5) для более общей правой части f(x,y,t)
и произвольной функции µ(t). Затем, при исследовании задачи управления, будем
предпологать, что правая часть имеет вид: f(x,y,t) = f(x,y), т.е. f не зависить от t
и предположим, что µ(t) = 0.
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Используя метод Фурье доказывается существование решения задачи (3) - (5).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть f(x,y,t) ∈ C2,2,1x,y,t(
�Ω× [0,T ]) , ϕ(x,y) ∈ C2,2x,y( �Ω). Если функ-

ции f(x,y,t), ϕ(x,y) и их вторые производные по x,y и первые производные по
t равны нулю на границе Ω и f

′′′
xxy, f

′′′
xyy, ϕ

′′′
xxy, ϕ

′′′
xyy - ограниченные функции,

f
(4)
xxyy, ϕ

(4)
xxyy, f

′′′
txy - интегрируемые функции в �Ω, тогда решение задачи

(3) - (5) существует и имеет вид

u(x,y,t) =U(x,y,t)+

∞∑
n=1

∞∑
m=1

[
�fnm(t) + ϕnmEα,1(−(λnm)

2tα)
]
sinαnx · sinβmy, (6)

где

U(x,y,t) =


l2−y

l2
µ(t), 0 < x < l1;

0, x= 0 and x= l1,

�fnm(t) =
4

l1l2

t∫
0

l1∫
0

l2∫
0

[
f(ξ,η,τ)+

η− l2
l2

Dαµ(t)

]
sinαnξsinβmη×

×(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(t−τ)α)dηdξdτ, (7)

ϕnm =
4

l1l2

l1∫
0

l2∫
0

ϕ(ξ,η)sin
πnξ

l1
sin
πmη

l2
dηdξ, (8)

λnm =

√(
πn

l1

)2
+

(
πm

l2

)2
, (9)

αn =
πn

l1
, βm =

πm

l2
, (10)

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk+β) - функция Миттаг-Леффлера.

Далее, рассмотрим следующую задачу управления:
Задача 1. Пусть задана функция Ψ(x,y), найти функцию источника

f(x,y) такую, что решение задачи (3) - (5) удовлетворяет равенству

u(x,y,θ) = Ψ(x,y). (11)

Замечание. Другими словами, мы должны выбрать функцию источника f(x,y)
таким образом, чтобы в результате в момент времени t = θ температура должна
быть распределена как Ψ(x,y) в области Ω.
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Разрешимость первой краевой задачи

В этом пункте докажем теорему 1. Для этого используем метод Фурье. Прежде
чем доказать теорему 1, докажем несколько вспомогательных лемм.

Лемма 1. Пусть числа aij,bi, и ci удовлетворяют условиям:
1) aij ≥ 0, aij→ 0 при i2+ j2→∞,

2)
n∑
i=1
bi ≤M1,

m∑
i=1
ci ≤M2 .

Тогда ряд ∞∑
i=1

∞∑
j=1

aijbicj (12)

сходится.

Доказательство. Пусть Snm =
n∑
i=1

m∑
j=1
aijbicj, Bn =

n∑
i=1
bi, Cm =

m∑
j=1
cj. Тогда

используя bi = Bi−Bi−1 и cj = Cj−Cj−1 имеем

I=

n+p∑
i=n+1

m+l∑
j=m+1

aijbicj =

n+p−1∑
i=n+1

m+l−1∑
j=m+1

(aij−ai(j+1)−a(i+1)j+a(i+1)(j+1))BiCj+

+

m+l−1∑
j=m+1

(a(n+p)j−a(n+p)(j+1))Bn+pCj−

m+l−1∑
j=m+1

(a(n+1)j−a(n+1)(j+1))BnCj+

+

n+p−1∑
i=n+1

(ai(m+l)−a(i+1)(m+l))BiCm+l−

n+p−1∑
i=n+1

(ai(m+1)−a(i+1)(m+1))BiCm+

+a(n+p)(m+l)Bn+pCm+l−a(n+1)(m+l)BnCm+l−a(n+p)(m+1)Bn+pCm+a(n+1)(m+1)BnCm.

Отсюда, в силу условий леммы 1, имеем

|I|≤ 4M1M2a(n+1)(m+1) < 4M1M2ε.

По критерию Коши ряд (12) сходится. Лемма 1 доказана. �
Лемма 2. Пусть f(x,y,t)∈C2,2,0x,y,t(

�Ω× [0,T ]). Если функция f(x,y,t) и её вто-
рые производные по x,y равны нулю на границе Ω и f

′′′
xxy, f

′′′
xyy - ограниченные

функции, f(4)xxyy - интегрируемая функция в Ω, то справедливо следующее
неравенство ∣∣∣∣∣∣

l1∫
0

l2∫
0

f(ξ,η,τ)sin
πnξ

l1
sin
πmη

l2
dηdξ

∣∣∣∣∣∣≤ L

n2m2
, (13)

где число L > 0.
Доказательство. Доказательство леммы легко вытекает из интегрирования

по частям. �
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Следствие 1. Пусть ϕ(x,y) ∈ C2,2x,y( �Ω). Если функция ϕ(x,y) и её вторые про-

изводные равны нулю на границе Ω и ϕ
′′′
xxy, ϕ

′′′
xyy - ограниченные функции, ϕ(4)

xxyy

- интегрируемая функция в Ω, то справедливо следующее неравенство

|ϕnm|≤
Φ

n2m2
, (14)

где число Φ> 0.
Следствие 2. Пусть Ψ(x,y)∈C4,4x,y( �Ω), 0≤ i+j≤ 7 и если i+j четные ∂i+j

∂xi∂yj
Ψ(x,y)

равны нулю на границе Ω и если i+ j нечетные ∂i+j

∂xi∂yj
Ψ(x,y) - ограниченные функ-

ции, и ∂8

∂x4∂y4
Ψ(x,y) - интегрируемая функция в Ω. Тогда справедливо следующее

неравенство

|Ψnm|≤
V

n4m4
, (15)

где число V > 0.
Доказательство. Докажем Теорему 1, используя метод разделения перемен-

ных и решение уравнения дробного порядка [1], найдем решение уравнения (3),
удовлетворяющее условиям (4)-(5). Тогда получим (6) и представим его в следую-
щем виде

u(x,y,t) =U(x,y,t)+u1(x,y,t)+u2(x,y,t)+u3(x,y,t), (16)

где

u1(x,y,t) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

f̂nm(t)sinαnx · sinβmy, (17)

u2(x,y,t) =
4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

 l1∫
0

l2∫
0

η− l2
l2

sinαnξsinβmηdηdξ

×

×

 t∫
0

Dαµ(τ)(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ

sinαnxsinβmy, (18)

u3(x,y,t) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ϕnmEα,1(−(λnm)
2tα)sinαnx · sinβmy, (19)

f̂nm(t) =
4

l1l2

t∫
0

l1∫
0

l2∫
0

f(ξ,η,τ)sin
πnξ

l1
sin
πmη

l2
(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)

2(t−τ)α)dηdξdτ.

(20)
Докажем, что эти ряды и их производные сходятся.

Используя (17), (20) и лемму 2, получим

|u1(x,y,t)|≤
∞∑
n=1

∞∑
m=1

|f̂nm(t)|≤
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≤ 4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
t∫
0

l1∫
0

l2∫
0

f(ξ,η,τ)sin
πnξ

l1
sin
πmη

l2
(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)

2(t−τ)α)dηdξdτ

∣∣∣∣∣∣≤
≤

∞∑
n=1

∞∑
m=1

4L

l1l2n2m2

t∫
0

∣∣∣(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(t−τ)α)

∣∣∣dτ≤
≤

∞∑
n=1

∞∑
m=1

4L

l1l2n2m2

t∫
0

(t−τ)α−1
1

1+(λnm)2(t−τ)α
dτ≤

≤ C1
∞∑
n=1

∞∑
m=1

ln(1+λ2nmt
α)

n2m2λ2nm
≤ C2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2εnm
n2m2λ2nm

≤

≤ C2
∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2m2(2nm)1−ε
≤ C3

∞∑
n=1

1

n3−ε

∞∑
m=1

1

m3−ε
,

где 0< ε< 1. Поэтому эти ряды сходятся. Следовательно, ряд для u1(x,y,t) сходит-
ся равномерно. Покажем, что его производные тоже равномерно сходятся. Сначала
введем следующее обозначение

gnm(t) =

t∫
0

f(ξ,η,τ)(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ.

Интегрируя по частям, имеем

gnm(t) = f(ξ,η,0)t
αEα,α+1(−(λnm)

2tα)+

+

t∫
0

f ′τ(ξ,η,τ)(t−τ)
αEα,α+1(−(λnm)

2(t−τ)α)dτ.

Вычислим производную функций gnm(t)

Dαgnm(t) =
1

Γ(1−α)

t∫
0

g ′nm(s)

(t− s)α
ds= f(ξ,η,0)Eα,1(−(λnm)

2tα)+

+

t∫
0

f ′τ(ξ,η,τ)Eα,1(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ.

Для оценки Dαu1(x,y,t) используем (13), имеем

|Dαu1(x,y,t)|≤

∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
m=1

l1∫
0

l2∫
0

Dαgnm(t)sinαnξ sinβmηdηdξ

sinαnx sinβmy
∣∣∣∣∣∣
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≤
∞∑
n=1

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣
l1∫
0

l2∫
0

f(ξ,η,0)sinαnξ sinβmηdηdξ

∣∣∣∣∣∣Eα,1(−(λnm)
2tα)+

+

∞∑
n=1

∞∑
m=1

t∫
0

∣∣∣∣∣∣
l1∫
0

l2∫
0

f ′τ(ξ,η,τ)sinαnξ sinβmηdηdξ

∣∣∣∣∣∣Eα,1(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ.

Используя условия теоремы 1, что |ft(x,y,t)| ≤ F1, леммы 2 и оценки функции
Миттаг - Леффлера, получим

|Dαu1(x,y,t)|≤ C1
∞∑
n=1

∞∑
m=1

L

n2m2

1

1+λ2nmt
α
+C2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

nm

F1
λ2nm

t1−α

≤ C3
∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2m2
= C3

∞∑
n=1

1

n2

∞∑
m=1

1

m2
.

Следовательно, продифференцированный ряд сходится равномерно.
Далее докажем, что ряд для u2(x,y,t) также равномерно сходится. Учитывая,

Inm(t) =

t∫
0

Dαµ(τ)(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ=

=
1

Γ(1−α)

t∫
0

τ∫
0

µ ′(s)

(τ− s)α
(t−τ)α−1Eα,α(−(λnm)

2(t−τ)α)dsdτ=

=

t∫
0

µ ′(s)Eα,1(−(λnm)
2(t− s)α)ds

и |µ ′(τ)|≤M1,
l1∫
0

sinαnξdξ=
l1
πn

[1−(−1)n], (21)

l2∫
0

η− l2
l2

sinβmηdη=−
l2
πm

, (22)

мы имеем

|u2(x,y,t)|≤
4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

nm

t∫
0

Eα,1(−(λnma)
2(t−τ)α)dτ≤

≤ 4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

nm

1

1+λ2nmt
α
≤ C 4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2m2
.
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Следовательно, ряд для u2(x,y,t) сходится. Докажем, что его производная тоже
сходится. Для этого вычислим производную функции Inm(t):

DαInm(t) =
1

Γ(1−α)

t∫
0

I ′nm(s)

(t− s)α
ds=

=
1

Γ(1−α)

t∫
0

µ ′(s)+
s∫
0

µ ′(τ) ∂∂sEα,1(−(λnm)
2(s−τ)α)dτ

(t− s)α
ds

=
1

Γ(1−α)

t∫
0

µ ′(s)

(t− s)α
ds+

+
λ2nm

Γ(1−α)

t∫
0

s∫
0

µ ′(τ)(s−τ)α−1Eα,α(−(λnm)
2(s−τ)α)dτ

(t− s)α
ds=

=
1

Γ(1−α)

t∫
0

µ ′(s)

(t− s)α
ds+

+λ2nm

t∫
0

µ ′(τ)Eα,1(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ.

Тогда

Dαu2(x,y,t) = −
4

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

l1
πn

[1−(−1)n]
l2
πm

DαInm(t)sinαnx · sinβmy=

=−
4

π2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1−(−1)n

mn
[A1(t)+λ

2
nmAnm(t)]sinαnx · sinβmy,

где

A1(t) =
1

Γ(1−α)

t∫
0

µ ′(s)

(t− s)α
ds,

Anm(t) =

t∫
0

µ ′(τ)Eα,1(−(λnm)
2(t−τ)α)dτ.

Очевидно, A1(t) ≥ 0, Anm(t) ≥ 0. Тогда из леммы 1 вытекает, что ряд для
Dαu2(x,y,t) равномерно сходится.

Далее докажем, что ряды для u3(x,y,t) и Dαu3(x,y,t) равномерно сходятся.
Используя (14), имеем
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|u3(x,y,t)|≤
∞∑
n=1

∞∑
m=1

|ϕnmEα,1(−(λnm)
2tα)sinαnx · sinβmy≤

≤
∞∑
n=1

∞∑
m=1

Φ

n2m2

1

1+λ2nmt
α
.

Этот ряд сходится. Следовательно, ряд u3(x,y,t) равномерно сходится. Учиты-
вая, что DαEα,1(−(λnm)

2tα) = −λ2nmEα,1(−(λnm)
2tα) и используя (14), имеем

|Dαu3(x,y,t)|=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
m=1

ϕnmD
αEα,1(−(λnm)

2tα)sinαnx · sinβmy

∣∣∣∣∣=
=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
m=1

ϕnmλ
2
nmEα,1(−(λnm)

2tα)sinαnx · sinβmy

∣∣∣∣∣≤
≤

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Φ

n2m2

λ2nm
1+λ2nmt

α
.

Этот ряд также равномерно сходится. Следовательно, ряд для Dαu3(x,y,t) рав-
номерно сходится.

Теперь покажем сходимость производных по x и y рассмотренных выше рядов.
Имеем

|∆u1(x,y,t)|≤

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2nmf̂nm(t)sinαnx · sinβmy

∣∣∣∣∣≤
≤ 4L

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

∣∣∣∣∣∣ λ
2
nm

n2m2

t∫
0

(t−τ)α−1Eα,α(−(λnma)
2(t−τ)α)dτ

∣∣∣∣∣∣≤
≤ 4L

l1l2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

∣∣∣∣ λ2nmn2m2

1

1+λ2nmt
α

∣∣∣∣≤
≤ C1

∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2εnm
n2m2

≤ C2
∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2−2εm2
+C2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2m2−2ε
,

где 0 < ε < 1
2 . Очевидно, последние два ряда сходятся. Отсюда вытекает равномер-

ная сходимость ряда для ∆u1(x,y,t) .
Для ∆u2(x,y,t) имеем

∆u2(x,y,t) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

4λ2nm
l1l2

l1∫
0

l2∫
0

η− l2
l2

sinαnξ · sinβmηdηdξ

Inm(t)sinαnx · sinβmy.
Используя (21) и (22), получим

∆u2(x,y,t) = −
4

π2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2nmInm(t)[1−(−1)n]

nm
sinαnxsinβmy.
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По леммы 1 этот ряд сходится равномерно.
Используя (14) будем иметь

|∆u3(x,y,t)|=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2nmϕnmEα,1(−(λnm)
2tα)sinαnx · sinβmy

∣∣∣∣∣≤
≤ C3

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Φ

n2m2

λ2nm
1+λ2nmt

α
≤ C4

∞∑
n=1

∞∑
m=1

1

n2m2
.

Следовательно, ряд для ∆u3(x,y,t) сходится равномерно.
Из равномерной сходимости рядов для u1(x,y,t), u2(x,y,t), u3(x,y,t) и их произ-

водных вытекает утверждение теоремы 1. Теорема 1 доказана. �

Решение Задачи 1

В данном пункте приведем решение сформулированной Задачи 1. Как отмече-
но выше, в этом пункте считаем, что функция f не зависит от t и µ(t) = 0, т. е.
рассматриваем следующую задачу:

Dαt u= ∆u+ f(x,y), 0 < x < l1, 0 < y < l2, t > 0, (23)

с граничными условиями

u(0,y,t) = 0, u(l1,y,t) = 0, u(x,0,t) = 0, u(x,l2, t) = 0, t≥ 0, (24)

и начальным условием

u(x,y,0) =ϕ(x,y), 0≤ x≤ l1, 0≤ y≤ l2, (25)

Как видно, из постановки Задачи 1, это равносильно обратной задаче нахожде-
ния функции источника. В качестве дополнительного условия получаем условие
(11). Задачи нахождения функции источника для классических и дробных урав-
нений в частных производных изучались многими учеными [17] - [36].

Следущая теорема дает решению Задачи 1.
Теорема 2. Пусть функции ϕ и Ψ удовлетворяют условиям следствия

1 и 2 соответственно. Для того, чтобы решение задачи (23) - (25) удо-
влетворяло условию (11), достаточно, чтобы функция f(x,y) определена по
следующей формуле

f(x,y) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

[
Ψnm

θαEα,α+1(−(λnm)2θα)
−
ϕnmEα,1(−(λnm)

2θα)

θαEα,α+1(−(λnm)2θα)

]
sinαnx · sinβmy.

(26)

Доказательство. Нам известно, что решение (23), удовлетворяющее условиям
(24)-(25) определяется по формуле (6), т.е.

u(x,y,t)=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ϕnmEα,1(−(λnm)
2tα)+ fnm

t∫
0

τα−1Eα,α(−(λnm)
2τα)dτ

sinαnx ·sinβmy,
71



ISSN 2079-6641 Файзиев Ю.Э.

где fnm – коэффициенты Фурье функции f(x,y).
Используя равенство

t∫
0

τα−1Eα,α(−(λnm)
2τα)dτ= tαEα,α+1(−(λnm)

2tα)

имеем

u(x,y,t) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

[
ϕnmEα,1(−(λnm)

2tα)+ fnmt
αEα,α+1(−(λnm)

2tα)
]
sinαnx · sinβmy,

(27)
По условию теоремы решение (27) должно удовлетворять условию (11):

u(x,y,θ)=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

[
ϕnmEα,1(−(λnm)

2θα)+ fnmθ
αEα,α+1(−(λnm)

2θα)
]
sinαnx ·sinβmy=Ψ(x,y).

Отсюда вытекает, что

ϕnmEα,1(−(λnm)
2θα)+ fnmθ

αEα,α+1(−(λnm)
2θα) = Ψnm

где

Ψnm =

l1∫
0

l2∫
0

Ψ(x,y)sinαnx · sinβmydydxdτ.

из приведенного выше равенства, имеем

fnm =
Ψnm

θαEα,α+1(−(λnm)2θα)
−
ϕnmEα,1(−(λnm)

2θα)

θαEα,α+1(−(λnm)2θα)

Следовательно, функция f(x,y) определяется формальной формулой (26). Теперь
покажем, что этот ряд сходится. Для этого используем следующую асимптотиче-
скую оценку функции Миттаг-Леффлера:

Eρ,ρ+1(−t) =
1

t

(
1+O

(
1

t

))
, t > 1, (28)

и получим следующее равенство

f(x,y) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

 λ2nmθ
αΨnm

θα
(
1+O

(
1

λ2nmθ
α

)) − λ2nmθαϕnmEα,1(−(λnm)
2θα)

θα
(
1+O

(
1

λ2nmθ
α

))
sinαnx · sinβmy.

Запишем этот ряд как разность двух рядов следующим образом

f(x,y) =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2nmΨnm

1+O
(

1
λ2nmθ

α

)sinαnx · sinβmy−
−

∞∑
n=1

∞∑
m=1

λ2nmϕnmEα,1(−(λnm)
2θα)

1+O
(

1
λ2nmθ

α

) sinαnx · sinβmy.
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Вторая сумма сходится согласно (14). А первая сумма сходится согласно (15). Тео-
рема 2 доказана. �
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