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В данной работе рассматривается одна краевая задача для уравнения
смешанного типа с положительным формально самосопряженным
эллиптическим оператором высокого порядка. Результаты работы получены
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эллиптического оператора оказалось существенным. В конце работы
рассмотрено уравнение смешанного типа с неотрицательным эллиптическим
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Введение и постановка задачи

Впервые на важность уравнений смешанного типа обратил внимание
А.С.Чаплыгин еще в 1902 году. Им было указано на то, что движение газа
в условиях перехода от дозвуковой к сверхзвуковой скорости описывается

Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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уравнением смешанного типа. Это уравнение в настоящее время имеет названию
уравнения Чаплыгина. Различные краевые задачи (нелокальные краевые задачи)
для уравнения Чаплыгина были предложены и изучены в работах Ф. И. Франкля
при решении газодинамической задачи об обтекании профилей потоком дозвуковой
скорости со сверхзвуковой зоной, оканчивающейся прямым скачком уплотнения
[1]-[2].

Один из фундаментальных результатов теории краевых задач для уравнений
смешенного типа был получен А.В. Бицадзе [3] в 1958 году. Он доказал
некорректность задачи Дирихле для уравнения uxx + sgnyuyy = 0. Причем
некорректность задачи Дирихле не зависит от малости меры гиперболической
части области.

В настоящее время теория краевых задач для уравнений смешанного типа
является одним из развивающихся разделов теории уравнений в частных
производных. Опубликованы многочисленные теоретические исследования [4]-[14]
и монографии. В качестве классических монографий по уравнениям смешанного
типа отметим работы А.В. Бицадзе [15], М.М. Смирнова [16] и В.Н. Врагова [17].

В данной заметке остановимся лишь на некоторые работы в этом направлении.
В работах Т.Ш.Кальменова [4] и К.Б. Сабитова [5] также рассмотрены задачи

Дирихле для уравнения второго порядка смешанного типа в прямоугольной
области. А именно, в [4] рассматривается полупериодическая задача, и доказано
что существует сильное решение поставленной задачи. А в [5] установлены
критерий единственности и существования решения задачи Дирихле для
уравнения второго порядка.

В работе Р. Р. Ашурова и С. З. Джамалова [6] исследуются обратные задачи
с нелокальными краевыми условиями. Доказывается однозначная разрешимость
обратной задачи для многомерного уравнения смешанного типа первого рода
второго порядка.

Работа [10] посвящена к исследованию краевой задачи для уравнения
смешенного типа со спектральным параметром, эллиптическая часть которого
имеет четвертый порядок. Автору удалось найти условия на спектральный
параметр, которые гарантируют и существование и единственность решения
рассматрываемой задачи.

Отметим, также работы [11]-[12], в которых исследуются краевые задачи
для нагруженного параболо-гиперболического дифференциального уравнения
третьего порядка в различных областях.

Следует отметить, что во всех перечисленных выше работах эллиптическая
часть смешанного уравнения является уравнением второго или четвертого
порядка. В настоящей работе рассматривается краевая задача для уравнения
смешанного типа с эллиптическим оператором произвольного порядка,
определенный в произвольной N-мерной области (с достаточно гладкой границей).

Пусть Ω ⊂ RN – произвольная ограниченная область с достаточно гладкой
границей ∂Ω, а A(x,D) =

∑
|α|≤maα(x)D

α – произвольный положительный
формально самосопряженный эллиптический дифференциальный оператор
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порядка m = 2l c достаточно гладкими в Ω коэффициентами aα(x), где α =

(α1,α2, ...,αN) – мультииндекс и D= (D1,D2, ...,DN) , Dj =
∂
∂xj
.

Рассмотрим уравнение

A(x,D)u(x,t)+ sgn(t)
∂u

∂t
= f(x,t), x ∈Ω,t ∈ [−L,0)∪ (0,L] , L≡ const > 0, (1)

c условиям склеивания

u(x,+0) = u(x,−0), ut(x,+0) = ut(x,−0), x ∈Ω, (2)

и с краевыми условиями

Bju(x,t) =
∑

|α|≤mj

bα,j(x)D
αu(x,t) = 0, 0≤mj ≤m−1, j= 1,2, ..., l; x ∈ ∂Ω. (3)

Здесь f(x,t) и коэффициенты bα,j (x) - заданные функции.
Следуя О.А. Ладыженской (см. [13], стр. 71) решением задачи (1)-(3) назовём

функцию u(x,t), которая непрерывна в области Ω × ([−L,0)∪ (0,L]) вместе с
производными, входящие в уравнение (1) и удовлетворяющая всем условиям
задачи в обычном классическом смысле.

Обратим внимание на то, что требование непрерывности в замкнутой
области Ω функции u(x,t) и всех ее производных, входящих в уравнение (1),
определяемого решения u(x,t), не вызвано существом дела. Однако, с одной
стороны единственность именно такого решения доказывается достаточно просто,
а с другой стороны, решение, найденное методом Фурье, удовлетворяет указанным
выше условиям.

Применение метода Фурье к задаче (1)-(3) приводит нас к рассмотрению
следующей спектральной задачи

A(x,D)ν(x) = λν(x) ,x ∈Ω; (4)

Bjν(x) = 0, j= 1,2, ..., l; x ∈ ∂Ω. (5)

В работе С. Агмона [19] найдены достаточные условия на границу ∂Ω области
Ω и на коэффициенты операторов A и Bj, обеспечивающие существование полной
ортонормированной в L2(Ω) системы собственных функций {vk(x)} и счетного
множества положительных собственных значений λk задачи (4)-(5). Далее будем
считать, что эти условия выполнены.

Единственность решения задачи

Теорема 1. Если решение задачи (1)-(3) существует, то оно единственно.

Доказательство. Для этого достаточно показать, что однородная задача (1)-
(3) имеет только тривиальное решение u(x,t)≡ 0. Имеем

∂u

∂t
=−A(x,D)u(x,t), t > 0, (6)
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∂u

∂t
=A(x,D)u(x,t), t < 0. (7)

Пусть vk – произвольная собственная функция спектральной задачи (4)-(5),
соответствующая собственному числу λk. Рассмотрим функции

αk(t) =

∫
Ω
u(x,t)vk(x)dx, k= 1,2, ... t > 0, (8)

βk(t) =

∫
Ω
u(x,t)vk(x)dx, k= 1,2, ... t < 0. (9)

Дифференцируя под знаком интеграла (8) и (9) по t, и учитывая (6) и (7),
получаем уравнения (заметим, что, в силу определения решения, ∂u

∂t и A(x,D)u

непрерывны в Ω.)

α
′

k
(t) =

∫
Ω

∂u

∂t
vk(x)dx=−

∫
Ω
A(x,D)u(x,t)vk(x)dx, t > 0,

β
′
k(t) =

∫
Ω

∂u

∂t
vk(x)dx=

∫
Ω
A(x,D)u(x,t)vk(x)dx, t < 0,

или интегрируя по частям (при этом учитываем формально самосопряженность
дифференциального выражения A(x,D) и граничные условия (3),

α
′

k
(t) = −

∫
Ω
A(x,D)u(x,t)vk(x)dx=−λk

∫
Ω
u(x,t)vk(x)dx=−λkαk(t), t > 0,

β
′

k
(t) =

∫
Ω
A(x,D)u(x,t)vk(x)dx= λk

∫
Ω
u(x,t)vk(x)dx= λkβk(t), t < 0.

Решения полученных дифференциальных уравнений соответственно запишутся
в виде

αk(t) = ake
−λkt, k= 1,2, ..., t > 0,

βk(t) = bke
λkt, k= 1,2, ..., t < 0.

Для нахождения неизвестных коэффициентов ak,bk воспользуемся
непрерывностью функции u(x,t) в области Ω, условиями (2), которые переходят
в следующие: αk(0) = βk(0), α

′
k(0) = β

′
k(0). При этом из первого равенства имеем

ak = bk, а из второго следует −λkak = λkbk, и поскольку λk > 0 для всех k, то
ak = bk = 0, k≥ 1. Тогда правые части (8) и (9) будут равны нулю. Отсюда следует
ортогональность u(x,t) к полной системе {νk(x)} как при t > 0, так и при t < 0.
Следовательно, в силу условий склеивания, u(x,t)≡ 0 в Ω× [−L,L]. �

Замечание 1. Рассматриваемый оператор A(x,D) положительный.
Следовательно, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ·· · . Если же оператор неотрицательный, то первое
собственное значение может равнятся нулю: λ1 = 0. Тогда, легко убедиться, что
решение находиться с точностью до константы.
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Существование решения задачи

Для того, что бы сформулировать теорему о существовании решения задачи
(1)-(3), нам необходимо ввести некоторые определения.

Для произвольного действительного числа τ в пространстве L2(Ω) введем
оператор Â

τ
, действующей по правилу

Â
τ
g(x) =

∞∑
k=1

λτkgkvk(x), gk = (g,vk).

Легко убедиться, что данный оператор Âτ , c областью определения

D
(
Âτ
)
=

{
g ∈ L2 (Ω) :

∞∑
k=1

λ2τk |gk|
2 <∞} ,

является самосопряженным. Если через A обозначить оператор в L2 (Ω)

действующей по правилу Ag(x) = A(x,D)g(x) и с областью определения
D(A) =

{
g ∈ Cm(Ω) : Bjg(x) = 0, j= 1, ..., l, x ∈ ∂D

}
, то оператор Â ≡ Â1 является

самосопряженным расширением в L2 (Ω) оператора A.
Теорема 2. Пусть σ > N

2m и f(x,t) ∈D(Âσ), причем функция

F(t) = ||Âσf(x,t)||L2(Ω)

непрерывна на [0,T ]. Тогда существует решение u(x,t) задачи (1)-(3) и оно
представимо в виде рядов (10), которые сходятся абсолютно и равномерно
в x ∈Ω для всех t ∈ [−L,L].

Доказательство. Рассуждения здесь во многом будут опираться на методику,
развитую в монографии [20] (см. также, [21], [22]). Основную роль в этой методике
играет следующая лемма [[20], с. 453].

Лемма 1. Пусть τ > 1+ N
2m . Тогда для любого |α| ≤ m оператор DαÂ−τ

(вполне) непрерывно действует из L2(Ω) в C(Ω) и справедлива оценка

||DαÂ−τg||C(Ω) ≤ C||g||L2(Ω).

Применяя метод Фурье, составим следующие ряды (заметим, что λk > 0 для
всех k), которые формально удовлетворяют всем условиям задачи (1)-(3):

u(x,t) =


∞∑
k=1

(
vk(x)
λk
fk(0)e

−λkt+vk(x)
∫t
0 fk (τ)e

−λk(t−τ)dτ
)
, t > 0,

∞∑
k=1

(
vk(x)
λk
fk(0)e

λkt+vk(x)
∫0
t fk (τ)e

−λk(τ−t)dτ,
)
t < 0.

(10)

Здесь fk(t) – коэффициенты Фурье функции f(x,t) по системе собственных
функции {vk(x)} определяемые как скалярное произведение в L2(Ω).

Для доказательства теоремы остается показать равномерную сходимость рядов
(10), и что этих рядов можно необходимое число раз дифференцировать и
полученные ряды также сходятся равномерно.
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Рассмотрим случай когда t > 0, а случай t < 0 рассматривается совершенно
аналогично. Для того чтобы доказать сходимость и дифференцируемость ряда (10)
при t > 0, изучим следующие две суммы:

S1k(x,t) =

k∑
j=1

vk(x)

λk
fk(0)e

−λkt, (11)

S2k(x,t) =

k∑
j=1

vk(x)

∫ t
0
fk (τ)e

−λk(t−τ)dτ. (12)

Пусть f(x,t) удовлетворяет всем условиям Теоремы 2. Тогда, если обозначить τ =
σ+1, то условия на функцию f(x,t) означают равномерную сходимость по t ∈ [0,L]

ряда ∞∑
j=1

λ2τ−2j

∣∣fj(t)∣∣2 < Cf <∞.
Поскольку Â−τvj(x) = λ

−τ
j vj(x), то сумму (11) можно переписать в виде

S1k(x,t) = Â
−τ

k∑
j=1

λτ−1j vj(x)fj(0)e
−λjt. (13)

Для любого α, |α|≤m, в силу Леммы 1 получаем оценку

∥∥∥DαS1k(x,t)∥∥∥
C(Ω)

=

∥∥∥∥∥∥DαÂ−τ
k∑
j=1

λτ−1j vj(x)fj(0)e
−λjt

∥∥∥∥∥∥
C(Ω)

≤

≤ C

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λτ−1j vj(x)fj(0)e
−λjt

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

. (14)

Отсюда, в силу ортонормированности системы
{
vj
}
, будем иметь

∥∥∥DαS1k(x,t)∥∥∥2
C(Ω)

≤ C
k∑
j=1

∣∣∣λτ−1j fj(0)e
−λjt

∣∣∣2 ≤ C k∑
j=1

∣∣∣λτ−1j fj(0)
∣∣∣2 ≤ CCf.

Таким образом, сумма (13) сама сходиться равномерно и
продифференцированный ряд также сходится равномерно. С другой стороны,
сумма (14) сходится при любой перестановке его членов, так как эти члены взаимно
ортогональны. Отсюда следует абсолютная сходимость продифференцированной
суммы (13) по переменным xj.

Повторяя аналогичная рассуждения, устанавливаем что для сумм (12),
определяющей функцию S2k(x,t), справедливы такие же утверждения.

Равномерная и абсолютная сходимость продифференцированного ряда (13) по
t первого порядка доказывается с помощью аналогичных рассуждении.

Теорема доказано полностью. �
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Частный случай оператора A(x,D).

При применении теоремы 2 естественно возникает вопрос: как проверить
принадлежность заданной функции f(x,t) области определения D(Âσ)? Отметим,
что в работе [23] рассмотрены произвольные самосопряжённые расширения в L2(Ω)

эллиптических операторов, первоначально определенных в C∞
0 (Ω). Естественно,

рассмотренное нами самосопряжённое расширение Â также входит в число этих
расширений. Согласно результатам работы [23] функции из классов Соболева
Lσm2 (Ω) имеющие компактный носитель в Ω, входят в область определения
оператора Âσ. Естественно, вопрос принадлежности функции f(x,t) в класс
Lσm2 (Ω) проверяется достаточно просто.

В общем случае ослабить дополнительное условие компактности носителя –
вопрос достаточно сложный и связан он изучением поведения так называемого
ядра дробного порядка, для чего необходимы оценки функции Грина вплоть
до границы области Ω. Однако в некоторых конкретных случаях данное
дополнительное условие удается снять. В качестве примера рассмотрим изученную
выше краевую задачу наN-мерном торе TN= (0,2π]N для оператора с постояннимы
коэффициентами. Пусть A(D) =

∑
|α|=maαD

α – однородный эллиптический
симметрический дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами.
Напомним, эллиптичность дифференциального выражения означает выполнения
условия

A(in)> 0, n ̸= 0.

Отсюда в частности вытекает, что такое выражение имеет четный порядок.
Пусть дифференциальное уравнение и условия склеивания имеют вид

A(D)u(x,t)+ sgn(t)
∂u

∂t
= f(x,t), x ∈ TN , t ∈ [−L,0)∪ (0,L] , L≡ const > 0, (15)

u(x,+0) = u(x,−0), ut(x,+0) = ut(x,−0). (16)

Вместо граничных условий (3) будем требовать, чтобы искомая функция u(x,t)
являлась 2π -периодическими по каждой переменной xj.

Обозначим через A оператор A(D), определенный на 2π− периодических
функциях из Cm(RN). Замыкание ÂT этого оператора в L2(T

N) является
самосопряжённым. Оператор ÂT имеет полную ортонормированную в L2(T

N)

систему собственных функций {(2π)−
N
2 einx}, отвечающих собственных значениям

A(in), n ∈ ZN, что проверяется непосредственным вычислением. Поэтому в
силу спектральной теоремы Фон-Неймана, для τ ≥ 0 оператор Âτ действует
по правилу ÂτTg(x) =

∑
n∈ZNA

τ(in)gne
inx, где gn− коэффициенты Фурье по

тригонометрической системе {(2π)−
N
2 einx} функции g ∈ L2(TN):

gn = (2π)−N
∫
TN

g(x)e−inxdx.

Область определения этого оператора определяется из условия ÂτTg(x) ∈ L2(TN) и
имеет вид

13
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D(ÂτT ) = g ∈ L2(TN) :
∑
n∈ZN

A2τ(in) |gn|
2 <∞. (17)

Для того, чтобы задать область определения оператора ÂτT в терминах
пространств Соболева, напомним определение этих пространств (см., например,
[24]) говорят, что функция g∈ L2(TN) принадлежит пространству Соболева La2 (T

N)

c действительным числом a > 0, если конечна норма

‖g‖2
La2(TN)

=

∥∥∥∥∥∥
∑
n∈ZN

(1+ |n|2)
a
2 gne

inx

∥∥∥∥∥∥
2

L2(TN)

=
∑
n∈ZN

(1+ |n|2)ag2n. (18)

Нетрудно проверить, что, в силу эллиптичности и однородности оператора
A(D), существуют константы C1 и C2 такие, что

C1

(
1+ |n|2

)mτ
≤ 1+A(in)2 ≤ C2

(
1+ |n|2

)mτ
Следовательно, сравнивая выражения (17) и (18), убедимся, что D(ÂτT ) =

Lmτ2 (TN).

Прежде чем сформулировать теорему о существования решения задачи на TN,
отметим, что оператор A(D) неотрицательный и первое собственное число равно
нулю: λ1 =A(0) = 0. Поэтому, в силу Замечания 1, решение находится с точностью
до константы.

Теорема 3. Пусть a > N
2 и f(x,t) ∈ La2 (TN), причем функция

F(t) = ||f(x,t)||La2 (TN)

непрерывна на [0,T ]. Тогда существует решение u(x,t) задачи (15)-(16) и оно
представимо в виде рядов

u(x,t) =


c0+

∑
n̸=0

einx

A(in)fn(0)e
−A(in)t+

∑
n∈ZN

einx
∫t
0 fn (τ)e

−A(in)(t−τ)dτ, t > 0,

c0+
∑
n̸=0

einx

A(in)fn(0)e
A(in)t+

∑
n∈ZN

einx
∫0
t fn (τ)e

−A(in)(τ−t)dτ, t < 0.

которые сходятся абсолютно и равномерно по x∈ TN для всех t∈ [−L;L]. При
этом c0 - произвольная константа.

Доказательство. Эта теорема доказывается точно так же, как и Теоремы 1 и
2. Однако следует отметить, что в Лемме 1 оператор Â положителен, а оператор
ÂT неотрицателен. Поэтому при доказательстве Теоремы 3 необходимо применить
Лемму 1 к оператору ÂT + I, где I - единичный оператор. �

Следует особо подчеркнуть, что условие на функцию f(x,t) в Теореме 3,
является ни только достаточным, но и необходимым. Действительно, в силу
теоремы вложения С.Л. Соболева функция f(x,t) ∈ La2 (TN) при a > N

2 является
непрерывной. Если же a = N

2 , то функции f(x,t) ∈ La2 (T
N) можеть быть и

неограниченными (см. например, [24]).
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In this paper, we consider a boundary value problem for a mixed-type equation with
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