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Введение

В данной работе рассмотрим ветвящийся случайный процесс Гальтона – Ватсона,
определенный рекуррентными формулами

Z0 = 1, Zn =
Zn−1

∑
j=1

X j, n ≥ 1,

где X1,X2, . . . ,Xn, . . . – последовательность независимых случайных величин с неот-
рицательными и целочисленными значениями с общим распределением

P(X1 = k) = P(Z1 = k) = pk, k = 0,1, . . .

([1], стр. 7-19).

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.

15

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


ISSN 2079-6641 Жураев Ш.Ю.,Алиев А.Ф.

Пусть F (x) производящая функция случайных величин X1 т. е.

F (x) = ExX1 =
∞

∑
k=0

P(X1 = k)xk,Fn (x) =
∞

∑
k=0

P(Zn = k)xk =
∞

∑
k=0

Pn (k)xk, |x| ≤ 1.

Как известно из ([1], стр.11), имеют место равенства

Fn (x) = Fn−1 (F (x)) = F (Fn−1 (x)) , n ≥ 1.

Предположим, что первые факториальные моменты
A = F

′
(1), B = F

′′
(1), C = F

′′′
(1) конечны и

Qn (x) = 1−Fn (x) ; Qn = 1−Fn (0) = 1−Pn (0) ;

Sn (A,x) = P
{

Zn

E∗ (n)
< x/Zn > 0

}
,

где
E∗ (n) = E (Zn/Zn > 0)

и показательная функция распределения S (x) задается формулой

S (x) =
{

0, x ≤ 0,
1− e−x, x > 0.

В силу изложенных рассуждений представляет особый интерес исследование
асимптотического поведения ветвящихся случайных процессов близких к критиче-
ским. Впервые на эти задачи обратил внимание Б. А. Севастьянов ([2], стр. 87 -
103) где эти задачи поставлены в следующем виде: рассмотрим семейства ветвящих-
ся случайных процессов

{Zn = Zn (A) , 0 < A < ∞}

где параметр семейства A = F
′
(1), а F (x)−производящая функция числа частиц

первого поколения, задающая процесс Zn (A).
Общая задача состоит в изучение предельного поведения величины Zn (A) при

n → ∞, A → 1.
Понятно, что при n → ∞, A → 1 предельные теоремы вида (an → ∞)

lim
n→∞,A→1

P(Zn (A)< anx/Zn > 0) (1)

должны быть равномерными по определенному классу производящих функций
{F (x) = F (x,A)}.

Предельные теоремы вида (1) называются переходными явлениями в теории
ветвящихся случайных процессов и доказательство этих теорем требуют применения
дополнительных математических приемов.

Б. А. Севастьяновым впервые доказаны предельные теоремы о переходных явле-
ниях в ветвящихся случайных процессах непрерывного времени ([2], стр. 89).

Следуя Б. А. Севастьянову [2], обозначим через K (B0,C0) класс производящих
функций, удовлетворяющих условиям

K (B0,C0) =
{

F ;F
′′
(1) = B ≥ B0, F

′′′
(1) =C ≤C0

}
16
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где B0 > 0, 0 ≤C0 < ∞.
Для таких классов было доказана следующая теорема ([2], стр. 106):
Теорема 1.1. Выполняется равенство

1−Fn (s) = rn (s)(1+ηn (s)) (2)

где

rn (s) =


An(1−s)

1+B
2 ·

An−1
A−1 (1−s)

, A ̸= 1,
1−s

1+Bn
2 (1−s)

, A = 1,

a ηn (s)→ 0 при n → ∞, A → 1 равномерно по всем F (s) ∈ K (B0,C0) и |s| ≤ 1.
Предварительно приведем следующие вспомогательные утверждения.
Введем функцию

g(n,A) =
n

∑
j=1

A j =
An −1
A−1

определенную для целых n ≥ 2 и положительных A.
Лемма 1.1. Функция g(n,A) возрастает по каждому аргументу при фиксиро-

ванном втором аргументе. При всех n и A имеет место неравенство

g(n,A)≥ 1
2

min
{

n,
1

|A−1|

}
.

Доказательство леммы 1.1 приведено в ([2], стр. 104).
В работе [4] для ветвящихся процессов, близких к критическим, т.е. для процес-

сов из класса K (B0,C0) для остаточного члена величины Qn (s) = 1−Fn (s) в равенстве
(2) получены асимптотические оценки, которые сформулируем в виде теоремы:

Теорема 1.2. Пусть n → ∞, A → 1 и |s−1| ≥ ε > 0. Если n ≤ 1
|A−1| , то в соотно-

шение (2) остаточной член ηn (s) имеет поведение

sup
|s−1|≥ε>0

|ηn (s)|= O
(

max
(

1
n
,
lng(n,A)
g(n,A)

))
, (3)

а если 1
|A−1| ≤ n, то

sup
|s−1|≥ε>0

|ηn (s)|= O
(

max
(
|A−1| , lng(n,A)

g(n,A)

))
(4)

равномерно по классу производящих функций F (s) ∈ K (B0,C0).

Оценка скорости сходимости к показательному закону

В работе А. В. Нагаева и Р. Мухамедхановой [3] исследованы переходные явле-
ния в ветвящихся случайных процессах с дискретным временем (процессы Гальтона
– Ватсона). В частности в этой работе доказана следующая теорема:

Теорема 2.1. При n → ∞, A → 1

sup
x
|Sn (A,x)−S (x)| → 0
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равномерно по всем F (x) ∈ K (B0,C0) и |x| ≤ 1.
Ниже приводится доказательство теоремы об оценке скорости сходимости в тео-

реме 2.1.
Теорема 2.2. Если n → ∞, A → 1 и |x−1| ≥ ε > 0, тогда

sup
x
|Sn (A,x)−S (x)|= O

(
lng(n,A) ·max

(
1
n
, |A−1, | lng(n,A)

g(n,A)

))
,

равномерно по классу производящих функций F (x) ∈ K (B0,C0).
Доказательство.
Легко заметить, что условное математическое ожидание имеет вид:

EZn = E
(
ZnI(Zn=0)+ZnI(Zn>0)

)
= EZnI(Zn>0) = P(Zn > 0) ·E (Zn/Zn > 0) ,

E (Zn/Zn > 0) =
EZn

P(Zn > 0)
=

An

Qn
.

Далее, характеристическая функция ϕn (t) условного распределение Sn (A,x) рав-
на:

ϕn (t) = E
(

eitZnQnA−n
/Zn > 0

)
=

E
(

eitQnA−n
)Zn

−E
((

eitQnA−n
)Zn

/Zn = 0
)

P(Zn > 0)
=

=
Fn

(
eitQnA−n

)
−Fn (0)

Qn
=

1−Qn

(
eitQnA−n

)
−1+Qn

Qn
= 1−

Qn

(
eitQnA−n

)
Qn

.

здесь ([2], стр.107)

Qn ∼

{ An

1+B
2 g(n,A)

, A ̸= 1,
1

1+Bn
2
, A = 1.

(5)

Вычислим Qn

(
eitQnA−n

)
. Для этого сначала вычислим величину rn

(
eitQnA−n

)

rn

(
eitQnA−n

)
=

An
(

1− eitQnA−n
)

1+ B
2 g(n,A)

(
1− eitQnA−n) =

=
An
(
−itQnA−n +O

(
t2

2 Q2
nA−2n

))
1+ B

2 g(n,A)
(
−itQnA−n +O

(
t2

2 Q2
nA−2n

)) . (6)

Пользуясь асимптотической формулой (5) для вероятности продолжения процесса
Qn будем иметь:

rn

(
eitQnA−n

)
=

− itAn

1+B
2 g(n,A)

+O
(

t2An

2(1+B
2 g(n,A))

2

)
1+ B

2 g(n,A)
[
− it

1+B
2 g(n,A)

+O
(

t2

2(1+B
2 g(n,A))

2

)] =

18
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=

An
(
−it +O

(
t2

2(1+B
2 g(n,A))

))
1+ B

2 g(n,A)(1− it)+O
(

Bt2g(n,A)
4(1+B

2 g(n,A))

) . (7)

Пользуясь Теоремой 1.2, учитывая равенство (7), найдем характеристическую
функцию ϕn (t) условного распределения Sn (A,x):

ϕn (t) = 1− 1
Qn

Qn

(
eitQnA−n

)
=

= 1−
1+ B

2 g(n,A)
An ·

An
(
−it +O

(
t2

2(1+B
2 g(n,A))

))
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) (1+ηn

(
eitQnA−n

))
=

= 1−

(
1+ B

2 g(n,A)
)(

−it +O
(

t2

2(1+B
2 g(n,A))

))(
1+ηn

(
eitQnA−n

))
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) =

=

B
2 g(n,A)+1+ it +O

(
− t2

2

)
+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) +

+

[(
1+ B

2 g(n,A)
)

it +O
(
− t2

2

)]
ηn

(
eitQnA−n

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) = I1 + I2

(8)

При вычисление дробных величин I1 и I2 нам следует выполнять деление с остат-
ком. Для величины I1 легко получаем:

I1 =

B
2 g(n,A)+1+ it +O

(
− t2

2

)
+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) =

=

B
2 g(n,A)+1+ it +O

(
− t2

2(1+B
2 g(n,A))

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) =

=
1

1− it
+

2t2

Bg(n,A)(1− it)2 +O

(
−t2

2(1− it)
· 2

Bg(n,A)
(
1+ B

2 g(n,A)
)) (9)

При вычисление I2 следует учеть поведение бесконечно малой функции ηn (A,x) в
теореме 1.2.

Пусть выполнено условие (3). Тогда будем иметь:
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I2 =

(
O
(1

n

)
+O

(
lng(n,A)
g(n,A)

))(
it
(
1+ B

2 g(n,A)
)
+O

(
−t2

2

))
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) =

=
O
(

it 1+B
2 g(n,A)

n

)
+O

(
−t2

2n

)
+O

(
it
(
1+ B

2 g(n,A)
) lng(n,A)

g(n,A)

)
+O

(
−t2

2 · lng(n,A)
g(n,A)

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
Bt2g(n,A)

4(1+B
2 g(n,A))

) =

= O

(
it

1− it
lng(n,A)
B
2 g2 (n,A)

(
1+

B
2

g(n,A)
))

+O

(
it

1− it
·

1+ B
2 g(n,A)

B
2 ng(n,A)

)
+

+O

(
−t2

2(1− it)
· lng(n,A)

B
2 g2 (n,A)

)
+O

(
−t2

2(1− it)
· 1

B
2 ng(n,A)

)
. (10)

Таким образом, из соотношений (8)-(10) для характеристической функции ϕn (t)
легко получим:

ϕn (t) = I1 + I2 =
1

1− it
+

t2

B
2 g(n,A)(1− it)2 +O

(
−t2

2(1− it)
· 2

Bg(n,A)
(
1+ B

2 g(n,A)
))+

+O

(
it

1− it
lng(n,A)
B
2 g2 (n,A)

(
1+

B
2

g(n,A)
))

+O

(
it

1− it
·

1+ B
2 g(n,A)

B
2 ng(n,A)

)
+

+O

(
−t2

2(1− it)
· lng(n,A)

B
2 g2 (n,A)

)
+O

(
−t2

2(1− it)
· 1

B
2 ng(n,A)

)
. (11)

Теперь пользуясь теоремой Эссена оценим скорость сходимости условного рас-
пределения Sn (A,x) к показательному распределению S (x) ([5], §39, теорему 1):

|Sn (A,x)−S (x)| ≤ c
2π

T∫
−T

∣∣∣∣ϕn (t)−φ (t)
t

∣∣∣∣dt +
C
T

(12)

где c, C − константа, T = δ
An

Qn
, δ− достаточно мало.

Напомним, что φ (t) = 1
1−it− есть характеристическая функция распределения

S (x).
Отсюда имеем:

sup
x
|Sn (A,x)−S (x)| ≤

≤ c
2π

T∫
−T

∣∣∣∣∣ t
B
2 g(n,A)(1− it)2

∣∣∣∣∣dt +O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ −t
(1− it)

· 1
Bg(n,A)

(
1+ B

2 g(n,A)
)∣∣∣∣∣dt

+

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ i
1− it

lng(n,A)
B
2 g2 (n,A)

(
1+

B
2

g(n,A)
)∣∣∣∣∣dt

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ i
1− it

·
1+ B

2 g(n,A)
B
2 ng(n,A)

∣∣∣∣∣dt

+

20



Оценки скорости сходимости в предельных теоремах . . . ISSN 2079-6641

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ −t
2(1− it)

· lng(n,A)
B
2 g2 (n,A)

∣∣∣∣∣dt

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ −t
2(1− it)

· 1
B
2 ng(n,A)

∣∣∣∣∣dt

+
C
T

=

= O
(

ln2 g(n,A)
g(n,A)

)
+O

(
lng(n,A)

n

)
.

Если выполнено условие (4), то величина I2 имеет вид:

I2 =
O
(
it |A−1|

(
1+ B

2 g(n,A)
))

+O
(
−t2

2 |A−1|
)

B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
t2g(n,A)

1+B
2 g(n,A)

) +

+
O
(

it lng(n,A)
g(n,A)

(
1+ B

2 g(n,A)
))

+O
(
−t2 lng(n,A)

2g(n,A)

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
t2g(n,A)

1+B
2 g(n,A)

) =

=
O
(
it |A−1| · B

2 g(n,A)
)
+O

(
it B

2 lng(n,A)
)
+O

(
−t2

2 |A−1|
)
+O

(
−t2

2
lng(n,A)
g(n,A)

)
B
2 g(n,A)(1− it)+1+O

(
t2g(n,A)

1+B
2 g(n,A)

) =

= O
(

it
1− it

|A−1|
)
+O

(
it

1− it
lng(n,A)
g(n,A)

)
+

+O
(

−t2

(1− it)
|A−1|

Bg(n,A)

)
+O

(
−t2

(1− it)
lng(n,A)
Bg2 (n,A)

)
. (13)

Из соотношений (8), (9) и (13) легко следует, что

ϕn (t) = I1 + I2 =
1

1− it
+

t2

B
2 g(n,A)(1− it)2 +O

(
it

1− it
lng(n,A)
g(n,A)

)
+

+O

(
−t2

2(1− it)
· 2

Bg(n,A)
(
1+ B

2 g(n,A)
))+O

(
it

1− it
|A−1|

)
+

+O
(

it
1− it

lng(n,A)
g(n,A)

)
+O

(
−t2

(1− it)
|A−1|

Bg(n,A)

)
+O

(
−t2

(1− it)
lng(n,A)
Bg2 (n,A)

)
(14)

Подставляя равенство (12) в неравенство (12) легко получим:

sup
x
|Sn (A,x)−S (x)| ≤ c

2π

T∫
−T

∣∣∣∣∣ t
B
2 g(n,A)(1− it)2

∣∣∣∣∣dt+

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ −t
(1− it)

· 1
Bg(n,A)

(
1+ B

2 g(n,A)
)∣∣∣∣∣dt

+O

 T∫
−T

∣∣∣∣ i
1− it

· (A−1)
∣∣∣∣dt

+

+O
(∫ T

−T

∣∣∣∣ i
1− it

· lng(n,A)
g(n,A)

∣∣∣∣dt
)
+O

 T∫
−T

∣∣∣∣ −t
(1− it)

· lng(n,A)
Bg2 (n,A)

∣∣∣∣dt

+
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+O

 T∫
−T

∣∣∣∣ −t
(1− it)

· A−1
Bg(n,A)

∣∣∣∣dt

+
C
T

= O(|A−1| · lng(n,A))+O
(

ln2 g(n,A)
g(n,A)

)
.

Теорема 2.2. доказана полностью. □

Переходные явления в процессах, начинающихся с большого
числа частиц

Пусть в начале процесса имеется k частиц. Обозначим ν число частиц к моменту
времени n, если процесс начался с k частиц. В этом случае

ν = Z1 (n)+Z2 (n)+ . . .+Zk (n) (15)

где Zi (n) — число частиц, произведенное i−й частицей за время n. Пусть случайная
величина ρ означает число положительных слагаемых в (15) в момент времени n.
Случайная величина ρ имеет биномиальное распределение

P{ρ = r}=Cr
kQr (1−Q)k−r , Q = Qn,0 ≤ r ≤ k

с математическим ожиданием ρ = kQ. Далее при n → ∞,A → 1 имеем

Eρ ∼ kQn = γ =


kAn

1+B
2 ·

1−An
1−A

, A ̸= 1,
k

1+Bn
2
, A = 1.

(16)

Обозначим
Q = P{ν > 0}= 1− (1−Q)k

E = Eν = kAn

E∗
= E (ν/ν > 0) =

E
Q

=
kAn

1− (1−Q)k .

Будем изучать условный закон распределения

Hn,k (A,x) = P
{

ν

E∗ ≤ x/ν > 0
}

случайной величины ζ = ν

E∗ при условии, что ζ > 0. Характеристическая функция
распределения Hn,k (A,x) равна

ψn (τ) = E
(

exp
{

iτν

E∗

}
/ν > 0

)
=

[
Fn

(
exp
{

iτ
E∗

})]k
− (Fn (0))

k

1− (Fn (0))
k . (17)

Здесь

Fn

(
exp
{

iτ
E∗

})
= 1−Qn +Qn ·ϕn

(
τ

1− (1−Q)k

kQ

)
, (18)

где ϕn (τ) — характеристическая функция условного распределения Sn (A,x).
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Из (17) и (15) следует, что

ψn (τ) =

[
1−Qn +Qn ·ϕn

(
τ

1−(1−Qn)
k

kQn

)]k
− (1−Qn)

k

1− (1−Qn)
k . (19)

Далее, введем обозначения 1−(1−Q)k

kQ = a, max
(

lng
g , 1

n

)
= l, где g(n,A) = g опреде-

лено в лемме 1.1.
Теорема 3.1.
Если k → ∞, A → 1, n → ∞ так, что γ постоянно и 0 < γ < ∞, то равномерно

для всех F (x) ∈ K (B0,C0)

sup
x

∣∣Hn,k (A,x)−h(x,γ)
∣∣→ 0,

где

h(x,γ) =

 0, x < 0,
γe−γ

(1−e−γ )
3
2

∫ x
0 y−

1
2 exp

{
− yγ

1−e−γ

}
I
(

2γ

√
y

1−e−γ

)
dy, x > 0 ,

а
I (y) = y

2 +
1

1!2!

( y
2

)3
+ 1

2!3!

( y
2

)5
+ ...−функция Бесселя.

Эта теорема было доказана Б. А. Севастьяновым для ветвящихся процессов с
непрерывным временем ([2], стр. 97)

Ниже приводится доказательство теоремы об оценке скорости сходимости в Тео-
реме 3.1.

Теорема 3.2. Если k → ∞, A → 1, n → ∞ и kQ → γ, то

sup
x

∣∣Hn,k (A,x)−h(x,γ)
∣∣= O

(
lng(n,A) ·max

(
1
n
, |A−1| , lng(n,A)

g(n,A)

))
,

равномерно по всем 0 < γ < ∞ и F (x) ∈ K (B0,C0)

Доказательство.
Учитывая содержание Теоремы 1.2, доказательство нашей теоремы разделим на

две части. Пусть сначала выполнено равенство (3). Тогда в силу теоремы 2.2 полу-
чаем

ϕn (τ) =
1

1− iτ
+

τ2

B
2 g(1− iτ)2 +O

(
iτ

1− iτ
l
)
.

По условию
kQ → γ;(1−Q)k → e

−γ

, (20)

обозначая
1− e−γ

γ
= a;

e−γ

1− e−γ
= b (21)

получаем

ψn (τ)→ ψ (τ,γ) = b
(

e
γ

1−iaτ −1
)
= b

∞

∑
m=1

γm

m!(1− iaτ)m .

Таким образом, из соотношения (16) следует, что[
1−Q+Qϕn

(
τ

1− (1−Q)k

kQ

)]k

→ eγ

(
ϕn

(
τ

1−e−γ

γ

)
−1
)
= eγ(ϕn(τa)−1) (22)
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Из (20), (21) и пользуясь равенством (1+ x)m = 1+mx+o(x) , x → 0, подставляя
(22) в соотношение (16) будем иметь:

ψn (τ) =
eγ(ϕn(τa)−1)− e−γ

1− e−γ
=

e−γ

1− e−γ

[
eγϕn(τa)−1

]
= b

∞

∑
m=1

1
m!

[γϕn (τa)]m =

= b
∞

∑
m=1

1
m!

[
γ

(
1

1− iτa
+

τ2

B
2 g(1− iτa)2 +O

(
iτa

1− iτa
l
))]m

=

= b
∞

∑
m=1

1
m!

γm

(1− iτa)m

[
1+

t2

B
2 g(1− iτa)

+O(iτa · l)

]m

=

= b
∞

∑
m=1

1
m!

γm

(1− iτa)m

[
1+m

(
τ2

B
2 g(1− iτa)

+O(iτa · l)

)
+o

(
τ2

B
2 g(1− iτa)

+O(iτa · l)

)]
=

= b
∞

∑
m=1

1
m!

γm

(1− iτa)m +
b

B
2 g

·
∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γmτ2

(1− iτa)m+1 +O

(
bl

∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γmiτa
(1− iτa)m

)
+

+o

(
b

∞

∑
m=1

1
m!

γm

(1− iτa)m ·

(
τ2

B
2 g(1− iτa)

+O(iτa · l)

))
(23)

Так как ψ (τ,γ) = b
∞

∑
m=1

γm

m!(1−iaτ)m есть характеристическая функция распределения

h(x,γ), то подставляя соотношение (23) в неравенство Эссена легко получаем

sup
x

∣∣Hn,k (A,x)−h(x,γ)
∣∣≤ c

2π

T∫
−T

∣∣∣∣ψn (τ)−ψ (τ,γ)

τ

∣∣∣∣dτ +
C
T

=

=
c

2π

T∫
−T

∣∣∣∣∣ b
B
2 g

·
∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γmτ

(1− iτa)m+1

∣∣∣∣∣dτ+

+O

bh ·
T∫

−T

∣∣∣∣∣ ∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γmia
(1− iτa)m

∣∣∣∣∣dτ

+
C
T
, (24)

здесь

γ = kQn =
kAn

1+ B
2 g

; T =
kAn

1− e−γ
; aT =

(
1+

B
2

g
)
. (25)

Теперь нам следует оценить интегралы в неравенстве (24). При этом воспользу-
емся неравенством |ex −1| ≤ |x| · e|x|.

1)
b

B
2 g

·
T∫

−T

∣∣∣∣∣ ∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γmτ

(1− iτa)m+1

∣∣∣∣∣dτ =

24
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=
b

B
2 g

T∫
−T

∣∣∣∣∣ γτ

(1− iτa)2 +
γτ

(1− iτa)2 ·
∞

∑
m=2

1
(m−1)!

γm−1τ

(1− iτa)m−1

∣∣∣∣∣dτ ≤

≤ b
B
2 g

 T∫
−T

∣∣∣∣∣ γτ

(1− iτa)2

∣∣∣∣∣dτ +

T∫
−T

∣∣∣∣∣ γτ

(1− iτa)2 ·
∞

∑
m=2

1
(m−1)!

γm−1τ

(1− iτa)m−1

∣∣∣∣∣dτ

=

=
bγ

B
2 g

T∫
−T

|τ|
1+a2τ2 dτ +

b
B
2 g

T∫
−T

∣∣∣∣∣ γ

(1− iτa)2

∣∣∣∣∣ ∣∣∣e γ

1−iτa −1
∣∣∣ |τ|dτ ≤

≤ 2bγ

B
2 g

T∫
0

τ

1+a2τ2 dτ +
b

B
2 g

T∫
−T

∣∣∣∣∣ γ2

(1− iτa)3

∣∣∣∣∣ · e| γ

1−iτa | |τ|dτ =

=
2bγ

B
2 g

·
T∫

0

τ

1
a2 + τ2

dτ +
ba2

B
2 gγ

T∫
−T

(
γ√

1+a2τ2

)3

· e
γ√

1+a2τ2 |τ|dτ =

=
2bγ

B
2 g

ln

(
1+
(

1+
B
2

g
)2
)
+

2ba2

B
2 gγ

T∫
0

(
γ√

1+a2τ2

)3

· e
γ√

1+a2τ2 τdτ ≤

≤ 2bγ

B
2 g

ln

(
1+
(

1+
B
2

g
)2
)
+ eγ − e

γ√
1+(1+B

2 g)
2

 (26)

Отметим, что при вычислении интеграла
T∫
0

(
γ√

1+a2τ2

)3
·e

γ√
1+a2τ2 τdτ в соотношении

(26) применим метод замены переменных. При этом пользуемся

γ√
1+ τ2a2

= s; τ =

√
1
a2

(
γ2

s2 −1
)

; dτ =
−γ2ds

as2 ·
√

γ2 − s2

T∫
0

(
γ√

1+a2τ2

)3

· e
γ√

1+a2τ2 τdτ =

γ√
1+T 2a2∫
γ

s3 · es · −γ2ds

as2 ·
√

γ2 − s2
·

√
1
a2

(
γ2

s2 −1
)
=

=
γ2

a2

eγ − e

γ√
1+(1+B

2 g)
2

 .

2) abl
T∫

−T

∣∣∣∣∣ ∞

∑
m=1

1
(m−1)!

γm

(1− iτa)m

∣∣∣∣∣dτ =

= abl
T∫

−T

∣∣∣∣∣ γ

1− iτa
+

γ

1− iτa
·

∞

∑
m=2

1
(m−1)!

γm−1

(1− iτa)m−1

∣∣∣∣∣dτ ≤
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≤ abl

 T∫
−T

∣∣∣∣ γ

1− iτa

∣∣∣∣dτ +

T∫
−T

∣∣∣∣∣ γ

1− iτa
·

∞

∑
m=2

1
(m−1)!

γm−1

(1− iτa)m−1

∣∣∣∣∣dτ

=

= abl
∫ T

−T

γdτ√
1+ τ2a2

+abl
T∫

−T

∣∣∣∣ γ

1− iτa

∣∣∣∣ ∣∣∣e γ

1−iτa −1
∣∣∣dτ ≤

≤ 2e−γ

a2 l
T∫

0

dτ√
1
a2 + τ2

+
2γ

a2 l

π

2
− arcsin

1√
1+
(
1+ B

2 g
)2

=

=
2
a

l

e−γ lng

(
1+

√
1+

1
g2

)
+

γ

a

π

2
− arcsin

1√
1+
(
1+ B

2 g
)2

 . (27)

Таким образом, из соотношений (24), (26) и (27) легко следует, что

sup
x

∣∣Hn,k (A,x)−h(x,γ)
∣∣≤ 8bγ

πBg

(
ln
(
1+g2)+ eγ − e

γ√
1+g2

)
+

+O

(
2
a

l

[
e−γ lng

(
1+

√
1+

1
g2

)
+

γ

a

(
π

2
− arcsin

1√
1+g2

)])
+

C (1− e−γ)

γg
+

C
T

Из этого неравенства легко следует утверждение Теоремы 3.2 при условии (3).
Вполне аналогично доказывается теорема при условии (4). Теорема 3.2 доказана. □

Заключение

Пусть условный закон распределения для ветвящихся случайных процессов Z0 =

1, Zn =
Zn−1

∑
j=1

X j, n ≥ 1

Sn (A,x) = P
{

Zn

E∗ (n)
< x/Zn > 0

}
,

где
E∗ (n) = E (Zn/Zn > 0) ,

при n → ∞ слабо сходится к предельному распределению:

lim
n→∞

Sn (A,x) = S (x) .

Известно, что для критических процессов

S (x) =
{

0, x ≤ 0,
1− e−x, x > 0.

Такая слабая сходимость также была доказана в переходных явлениях для ветвя-
щихся случайных процессов близких к критическому. Для процессов с непрерывным
временем предельные теоремы были доказаны Б.А. Севастьяновом [2, C. 87-103], а

26



Оценки скорости сходимости в предельных теоремах . . . ISSN 2079-6641

для процессов с дискретным временем аналогичные предельные теоремы доказаны в
работах С. В. Нагаева и Р. Мухамедхановой ([3]).

Однако, в этих доказанных предельных теоремах скорости сходимости условного
закона распределения к предельному мало изучены. Исходя из этого обстоятель-
ства мы получили скорости сходимости условного закона распределения Sn (A,x) к
показательному распределению S (x).

Аналогично, как известно, асимптотические свойства в переходных явлениях для
ветвящихся случайных процессов, начинающегося с большого числа частиц, также
были изучены и доказаны некоторые замечательные предельные теоремы [2, C. 96-
103]. В этой заметке также получены скорости сходимости для некоторых доказан-
ных предельных теорем. При получение скорости сходимости для рассматриваемых
предельных теорем были использованы методы характеристических функций. По-
лученные оценки скорости сходимости предельных теорем в переходных явлениях
для ветвящихся случайных процессов может быть использованы при доказатель-
стве других предельных теорем, касающихся переходных явлений рассматриваемых
ветвящихся случайных процессов.

Конкурирующие интересы. Авторы заявляют, что конфликтов интересов в от-
ношении авторства и публикации нет.
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