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1. Введение

Различные уравнения реакции-диффузии широко исследовались как математи-
ческое описание явлений, возникающих в популяционной экологии. Одним из инте-
ресных явлений является появление многовидового территориального деления.

В этой статье мы предлагаем модель, описывающую региональное разделение
двух видов, которые борются за границу, чтобы получить свои собственные сре-
ды обитания. Предположим, что две популяции, скажем, U и V , претерпевающие
диффузию и рост, существуют в одномерных интервалах 0 < x < s(t) и s(t) < x < l
соответственно. Здесь x = 0, l - фиксированные границы, но промежуточная граница
x = s(t) не является фиксированной априори; это определяется борьбой между U и

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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V за владение собственными средами обитания. Каждый вид будет потерян через
границу x = s(t). Таким образом, имеем

d1(u)ut −duxx − c1ux = u(a1 −b1u), t > 0, 0 < x < s(t), (1)

d2(v)vt −dvxx − c2vx = v(a2 −b2v), t > 0, s(t)< x < l, (2)

где u(t,x), v(t,x) обозначает плотность населения U , V ; где fi(w) = w(ai − biw) ={
u, i = 1,
v, i = 2,

(i= 1,2) - скорость распространения и скорость роста U ,V . Вывод урав-

нений в (1)-(2) обсуждается, например, в работе Okubo [14]. На фиксированных
границах x = 0, l наложим

ux(t,0) = 0, vx(t, l) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Предполагается, что свободная граница определяется взаимодействием между U
и V в следующем смысле:

u(t,s(t)) = v(t,s(t)) = 0, ṡ(t) =−µux(t,s(t))+µvx(t,s(t)),0 ≤ t ≤ T. (4)

где ṡ(t) = ds(t)
dt , s0, l, d, µ, ai, bi и ci (i = 1,2)-положительные постоянные. На-

конец, начальные условия даются

u(0,x) = u0(x), 0 ≤ x ≤ s0 = s(0), (5)

v(0,x) = v0(x), s0 ≤ x ≤ l, (6)

Предполагается, что свободная граница определяется взаимодействием между U
и V в следующем смысле:

В отсутствие fi(w)(i = 1,2) задача (1)-(6) сводится к двухфазной задаче Стефана
в одномерном пространстве, для которой существует много работ (см. Рубинштейн
[9], Каменомостская [7], Фридман [5], [1, 2, 3, 4, 8, 10, 11] и ссылки в них).

Начальные функции удовлетворяют условиям:
i. u0(x) ∈C2+α [0,s0], 0 ≤ u0(x)<

a1
b1
, 0 ≤ x ≤ s0;

ii. v0(x) ∈C2+α [s0, l], 0 ≤ v0(x)<
a2
b2
, s0 ≤ x ≤ l;

iii. 0 < d0 ≤ di(w) =

{
d1(u), i = 1,
d2(v), i = 2,

0 < α < 1.

Установлены априорные оценки шаудеровского типа. На основе полученных апри-
орных оценок доказана однозначная разрешимость задачи.

2. Априорные оценки

В этом разделе установим некоторые априорные оценки шаудеровского типа, ко-
торые будут использованы при доказательстве глобальной разрешимости задачи. При
этом широко применяются принцип максимума и теоремы сравнений [18].

Теорема 2.1. Пуcть c2 > d, функции u(t,x), v(t,x), s(t) решение задачи (1)-(6).
Тогда

0 < u(t,x)⩽ M1 =
a1

b1
в D1, (7)
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0 < v(t,x)⩽ M2 =
a2

b2
в D2, (8)

0 < ṡ(t)⩽ µ(N1 +N2) = M3, 0 < t ⩽ T, (9)

где N1 ≥ max{max
x

{u0(x)
s0−x},

a2
1

c1b1
}, N2 ≥ max{ a2

b2(1−e(s0−x))
}.

Доказательство. По принципу максимума получаем, что u(t,x)> 0 в D1 = {(t,x) :
0 < t,0 < x < s(t)},v(t,x)> 0 в D2 = {(t,x) : 0 < t,s(t)< x < l}.

Мы построим пространственно однородное решение (1). Будем искать u(t,x) как

u(t,x) = y(t).

Отсюда имеем, что

y′(t) = α(t)y(t)−β (t)y2(t), (10)

y(0) = y0 = ||u0||∞,

где α(t) = a1
d1(y(t))

,β (t) = b1
d1(y(t))

.
Перершмем (10) как

− d
dt

(
1

y(t)

)
=

α(t)
y(t)

−β (t).

Обозначая m(t) = 1
y(t) , имеем

d
dt

m(t)e

t∫
0

α(η)dη

= β (t)e

t∫
0

α(η)dη

.

Отсюда следует, что

y(t) =
e

t∫
0

α(η)dη

1
y0
+

t∫
0

β (u)

e

η∫
0

α(ξ )dξ

dη

=
f1(t)
f2(t)

.

По правилу L’Hospital мы получаем, что

lim
t→∞

y(t) =
a1

b1
. (11)

По принципу сравнения u(t;x)≤ y(t) при t > 0; x ∈ [0;s(t)], находим lim
t→∞

u(t,x) = a1
b1
.

Аналогично, получим v(t,x)⩽ max
{

a2
b2
,∥v0∥∞

}
= M2.

С учетом установленных неравенств, в силу теоремы о знаке производной на
граничной точке экстремума имеем

ux(t,s(t))≤ 0, vx(t,s(t)≥ 0, t > 0.
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Тогда из условия Стефана (4) находим

ṡ(t)> 0, 0 < t ≤ T.

Теперь с учетом (4) приступаем к доказательству верхней оценки в (9).
В области D1 производя замену

U(t,x) = u(t,x)+N1(x− s(t))

получим задачу 
d1(U)Ut −dUxx − c1Ux ≤ a1M1 − c1N1 ≤ 0,
U (0,x) = u0(x)+N1(x− s0)≤ 0,
Ux(t,0) = N1 ≥ 0,
U (t,s(t)) = 0,

(12)

Если в задаче (12) взять N1, то указанные неравенства о неположительности
выполняются.

Тогда по принципу максимума , U(t,x)≤ 0 в D1.
Следовательно

Ux(t,s(t)) = ux(t,s(t))+N1 ≥ 0.

или
ux(t,s(t))≥−N1.

Точно также в области D2 вводя новую функцию

V (t,x) = v(t,x)+N2e(s(θ)−x) при t ≤ θ ≤ T

получим задачу
d2(V )Vt −dVxx − c2Vx = f (v)+(c2 −d)N2es(θ)−x ≥ 0,
V (0,x) = v0(x)+N2e(s(θ)−x) > 0,
V (θ ,s(θ)) = N2 > 0,
Vx(θ , l) =−N2e(s(θ)−l) ≤ 0.

Так как V (t,x)≥ 0 в D2, то

V (θ ,x)≥ 0 в D2 при t ≤ θ .

В частности
V (θ ,x)≤ N2 =V (θ ,s(θ)).

Следовательно
Vx(θ ,s(θ))≤ 0.

Тогда Vx(θ ,s(θ)) = vx(θ ,s(θ))−N2 ≤ 0, или vx(θ ,s(θ))≤ N2.
В силу произвольности θ ∈ [0,T ] имеем

vx(t,s(t))≤ N2.
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Тогда из условия Стефана (4) получим

ṡ(t) =−µux(t,s(t))+µvx(t,s(t))≤ µ(N1 +N2) = M3 t ∈ [0,T ].

Теорема 2.1 доказана. □
Установим границы нормы Гельдера | · |1+α и | · |2+α в D̄T и Q̄T .
Так как установлены первоначальные априорные оценки, то можно использовать

известные результаты по нелинейным параболическим уравнениям [5, 6, 7, 16]. Здесь
основные трудности возникают в связи с двузначностью рассматриваемой задачи и
наличием свободных подвижных границ перехода.

Для каждого уравнения задачи отдельно получим соответствующую задачу в
фиксированной области.

Для каждого уравнения системы сформулируем соответствующую задачу
duxx +b1(u,ux)−d1(u)ut = 0 in D1T ,

u(0,x) = u0(x),0 ⩽ x ⩽ s0,

ux(t,0) = u(t,s(t)) = 0,0 ⩽ t ⩽ T,
(13)


dvxx +b2(v,vx)−d2(v)vt = 0 in D2T ,

v(0,x) = v0(x),s0 ⩽ x ⩽ l,
vx(t,0) = v(t,s(t)) = 0,0 ⩽ t ⩽ T,

(14)

где ṡ(t) =−µux(t,s(t))+µvx(t,s(t)), b1(u,ux) = c1ux+u(a1−b1u), b2(v,vx) = c2vx+v(a2−
b2v).

Исходя из этих предположений о исходных данных, мы можем предположить,
что u0(x) = 0, v0(x) = 0.

Аналогичные результаты справедливы и для u(t,x) .
Теорема 4.1. Пусть функция v(t,x), M2 = max

Q
|v(t,x)| непрерывна в Q вместе с

vx и удовлетворяет условиям задачи (14). Тогда

|vx (t,x)| ≤C1 (M2) , (t,x) ∈ Q. (15)

И если еще известно, что функция v(t,x) обладает в Q суммируемыми с квад-
ратом обобщенными производными vxx и vtx, то существует такое α = α(M2),
что

|v(t,x)|Q1+α
≤C2 (M2,C1) . (16)

Пусть функция v(t,x) удовлетворяющая в Q уравнению (16), непрерывна в Q
вместе с производными vt , vx, vxx и |v(t,x)|Q2+α

< ∞.
Тогда

|v(t,x)|Q2+α
≤C3(M2,C1,C2)

где A20 = min
Q

A2, Г – параболическая граница.

Доказательство. В случае задачи (14) априорные оценки строятся следующим
образом. Оценки внутри области устанавливаются так же, как и в случае задачи (13).
Далее, заменив τ = t, y = 2x−s(t)

s(t) , (τ = t, y = 2x−s(t)−l
l−s(t) ), выровняем границу. Тогда

область D1T (D2T ) отображается в область Q = {(τ,y) : 0 < τ < T,−1 < y < 1} и для
функции w(τ,y)= v(τ,x,s(τ)), получаем уравнение с ограниченными коэффициентами
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и правой частью. По результатам [16, 17] мы устанавливаем оценки для |wy|, |w|1+γ

до правой границы.
Остальные оценки производных высших порядков устанавливаются с использо-

ванием результатов для линейных уравнений [7, 17]. □

3. Единственность решения

Сначала получим новое представление для свободной границы, эквивалентное
уравнению задачи (1)-(6). Уравнение (1) перепишем в виде

(q1(u))t − (dux + c1u)x = u(a1 −b1u). (17)

где q1(u) =
u∫
0

d1(η)dη .

Интегрируя (17) по D1, получим

t∫
0

dη

s(η)∫
0

[(
duξ + c1u

)
ξ
− (q1(u))η

]
dξ +

t∫
0

dη

s(η)∫
0

u(a1 −b1u)dξ = 0.

Отсюда имеем

−d
t∫

0

uξ (η ,s(η))dη =

s0∫
0

q1(u0(ξ ))dξ − c1

t∫
0

u(η ,0)dη−

−
s(t)∫
0

q1(u(t,ξ ))dξ +

t∫
0

dη

s(η)∫
0

u(a1 −b1u)dξ dη .

(18)

Уравнение (2) перепишем в виде

(q2(v))t − (dvx + c2v)x = v(a2 −b2v). (19)

где q2(v) =
v∫

0
d2(η)dη .

Интегрируя (19) по D2, получим

d
t∫

0

vξ (η ,s(η))dη =

l∫
s0

q1(v0(ξ ))dξ −
l∫

s(t)

q2(v(t,ξ ))dξ + c2

t∫
0

v(η , l)dη+

+

t∫
0

dη

l∫
s(η)

v(a2 −b2v)dξ . (20)

Теперь умножив (18) и (20) на µ

d , затем и складывая из условия Стефана (4)
имеем

d
µ

s(t)=
ds0

µ
+

l∫
s0

q2(v0(ξ ))dξ +

s0∫
0

q1(u0(ξ ))dξ −c1

t∫
0

u(η ,0)dη+c2

t∫
0

v(η , l)dη−
l∫

s(t)

q2(v(t,ξ ))dξ−
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−
s(t)∫
0

q1(u(t,ξ ))dξ +

t∫
0

dη(

s(η)∫
0

u(a1 −b1u)dξ +

l∫
s(η)

v(a2 −b2v)dξ ). (21)

Для доказательства единственности решения используем идеи работы [19].
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда решение задачи

(1)-(6) единственно.
Доказательство. Предположим, что s1(t), u1(t,x) и s2(t), u2(t,x) являются ре-

шениями задачи (1)-(6) и пусть

y(t) = min(s1(t),s2(t)),

h(t) = max(s1(t),s2(t)).

Тогда каждая пара удовлетворяет тождеству (21).
Вычитая, получаем, что

d
µ
|s1(t)− s2(t)| ≤

y(t)∫
0

|q1(u1(ξ , t))−q1(u2(ξ , t))|dξ +

l∫
y(t)

|q2(v1(ξ , t))−q2(v2(ξ , t))|dξ+

+

t∫
0

dη

y(η)∫
0

|u1(a1−b1u1)−u2(a1−b1u2)|dξ +

h(η)∫
y(η)

q1(ui(ξ , t))dξ +c1

t∫
0

(u1(η ,0)−u2(η ,0))dη+

+

t∫
0

dη

l∫
y(η)

|v1(a2 −b2v1)− v2(a2 −b2v2)|dξ +

h(η)∫
y(η)

q2(vi(t,ξ ))dξ+

+

t∫
0

dη

h(η)∫
y(η)

(|ui(a2 −b2ui)|+ |vi(a2 −b2vi)|)dξ + c2

t∫
0

(v1(η , l)− v2(η , l))dη , (22)

где ui, vi (i = 1,2) - решения между y(t) и h(t), t.e

(ui (x, t) , vi (x, t)) =
{

(u1 (x, t) , v1 (x, t)), если s2 (t)< s1 (t) ,
(u2 (x, t) , v2 (x, t)), если s2 (t)> s1 (t) .

В силу теоремы 2.1 имеем

|ui (x, t)| ≤ N1 (y(t)− x) ,

|vi (x, t)| ≤ N2 (x− y(t)) ,

|u1 (y(t) , t)−u2 (y(t) , t)| ≤ M4 |s1 (t)− s2 (t)| ,

|v1 (y(t) , t)− v2 (y(t) , t)| ≤ M5 |s1 (t)− s2 (t)| ,

где M4 = max
D1

|ux(t,x)|, M5 = max
D2

|vx(t,x)|.
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Рассмотрим функцию V (t,x) = v1(x, t)−v2(t,x), U(t,x) = u1(t,x)−u2(t,x). Тогда для
U(t,x), V (t,x) получим уравнение с ограниченными коэффициентами и задачу

dUxx + c1Ux +B1(t,x)U −d1(U)Ut = 0 в D1,

U(0,x) = 0, 0 ≤ x ≤ s0,

Ux(t,0) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
U(t,y(t))≤ M4 max

0≤η≤t
|s1(η)− s2(η)|,

(23)


dVxx + c2Vx +B2(t,x)V −d2(V )Vt = 0 в D2,

V (0,x) = 0, s0 ≤ x ≤ l,
Vx(t, l) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
V (t,y(t))≤ M5 max

0≤η≤t
|s1(η)− s2(η)|,

(24)

где коэффициенты уравнения непрерывные и ограниченные функции.
Из задачи (23) и (24) по принципу максимума находим оценки

|U(t,x)| ≤ N1 max
0≤η≤t

|s1(η)− s2(η)|, |V (t,x)| ≤ N2 max
0≤η≤t

|s1(η)− s2(η)|.

В силу установленных оценок для функций u(t,x), v(t,x) s(t) можем оценить
слагаемые из (22). При этом воспользуемся результатами работы [18, 19]. □

4. Существование решений

При определении максимального интервала времени существования решения за-
дач Стефана учитываются три фактора:

1) невырожденность области;
2) наличие априорных оценок норм в соответствующем пространстве;
3) ограниченность снизу и сверху модуля градиента решения на свободной гра-

нице.
Теорема 4.2. Пусть выполнены условия теорем 2.1 и 4.1. Тогда существует

решение u(t,x) ∈C2+α
(
D1T

)
, v(t,x) ∈C2+α

(
D2T

)
, s(t) ∈C1+α ([0,T ]) задачи (1)-(6).

Доказательство.
Для доказательства разрешимости нелинейной задачи можно использовать раз-

личные теоремы из теории нелинейных уравнений, учитывая, что для нее имеет
место теорема единственности классического решения. Мы применим принцип Лерэ-
Шаудера [7], установленные априорные оценки | · |Q1+α

для всех возможных решений
нелинейных задач и теоремы разрешимости в классах Гельдера для линейных задач.
При этом теоремы существования для систем такие же, как теорема для случая од-
ного уравнения, так как каждое из уравнений можно рассматривать как линейное
уравнение относительно u(t,x) и v(t,x) с непрерывными по Гельдеру коэффициента-
ми.

Задача (1)-(6) рассматривается одновременно с однопараметрическим семейством
задач того же типа. Линейная задача определяет преобразование w = F(ω,k),0 ≤ k ≤
1, к которому и применяется принцип Лерэ - Шаудера. Этот оператор нелинеен и
зависит от k. Его неподвижные точки при k = 1 являются решениями задачи.
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Обозначим через H1+α , α ∈ (0,1), банахово пространство функций u(t,x), v(t,x)
на Q с нормой ∥ · ∥= | · |Q1+α

, которые удовлетворяют соответствующим начальным и
краевым условиям задач (13) и (14).

Для каждой функции u, v ∈ H1+α и любого числа k ∈ [0,1] обозначим через uk,
vk решения линейных задач (13) и (14), которые существуют и единственны, при-
чем uk, vk ∈ C2+α , s(t) ∈ C1+α . При этом в области Di(i = 1,2), как и в теореме 1,
осуществляется переход к параболическому уравнению с непрерывными по Гельдеру
коэффициентами в фиксированной области. Равномерная непрерывность и вполне
непрерывность оператора преобразования F относительно k, равномерные по k оцен-
ки для решений и разрешимость линейных задач следуют из установленных априор-
ных оценови норм Гельдера. Техника доказательства подробно продемонстрирована,
например, в работах [7] (гл.VI) и [7] ( гл. VII ).

Теорема 4.2 доказана.
□

5. Некоторые свойства решения

Лемма 5.1. [18].

lim
t→+∞

w(t,x) =
ai

bi

равномерно x ∈ (0,∞).

Этот принцип сравнения поможет в получении критериев распространения или
исчезновения (как t →+∞) решений нашей системы (1)-(6).

Лемма 5.2. (Принцип сравнения). Пусть (u(t,x),v(t,x),s(t)) - решение задачи
(1)-(6) с начальными данными (u0(x),v0(x)).

a) Предположим, что (ū(t,x),v(t,x),h(t)) удовлетворяет
d1(ū)ūt −dū1xx − c1ūx ≥ ū(a1 −b1ū) , (t,x) ∈ D2

1,

ūx(t,0)≤ 0, x = 0, 0 < t,
ū(t,h(t)) = 0,

(25)


d2(v)vt −dvxx − c2vx < v(a2 −b2v) , (t,x) ∈ D2

2,

vx(t, l)≤ 0, x = 0, 0 < t,
v(t,h(t)) = 0,

(26)

где ḣ(t) =−µ ūx(t,h(t))+µvx(t,h(t))
Если {

ū(0,x)≥ u0(x)
v(0,x)≤ v0(x)

в [0, l] и h(0)> s(0), то h(t)≥ s(t) для всех t ≥ 0.

• ū(t,x)≥ u(t,x) для всех x ∈ [0,s(t)];

• v(t,x)≤ v(t,x) для всех x ∈ [s(t), l].
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b) Предположим, что (u(t,x), v̄(t,x),g(t)) удовлетворяет
d1(u)ut −duxx − c1ux < u(a1 −b1u) , (t,x) ∈ D2

1,

ux(t,0)< 0, x = 0, 0 < t,
u(t,g(t)) = 0.

(27)


d2(v̄)v̄t −dv̄xx − c2v̄x > v̄(a2 −b2v̄) , (t,x) ∈ D2

2,

v̄x(t, l)> 0, x = 0, 0 < t,
v̄(t,g(t)) = 0,

(28)

где ġ(t) =−µux(t,g(t))+µ v̄x(t,g(t))
Если {

u(0,x)< u0(x)
v̄(0,x)> v0(x)

в [0, l] и g(0)≤ s(0), то g(t)≤ s(t) для всех t ≥ 0.

• u(t,x)≤ u(t,x) для всех x ∈ [0,s(t)];

• v̄(t,x)≥ v(t,x) для всех x ∈ [s(t), l].

Доказательство.Мы докажем только (a), поскольку доказательство (b) аналогично.
Для простоты мы используем следующие обозначения:

D1
1 = {(t,x) : 0 < t < t0, 0 < x < h(t)}, D2

1 = {(t,x) : 0 < t < t0, 0 < x < s(t)},
D1

2 = {(t,x) : 0 < t < t0, h(t)< x < l}, D2
2 = {(t,x) : 0 < t < t0, s(t)< x < l}.

В таком случае h(t)> s(t) для малых t, и нам остается доказать h(t)> s(t) для всех
t ⩾ 0. Предположим, что это неверно, тогда существует t0 > 0 такое, что h(t0) = s(t0)
и для такого t0 имеем

ḣ(t0)≤ ṡ(t0). (29)

Поскольку u(t,x)> 0 в D2
1 u1(t,s(t))> 0 = u(t,s(t))

Следовательно, в силу теоремы сравнения для параболических уравнений a1
b1

=

M1 ≥ u1(t,x)≥ u(t,x)> 0 в D̄2
1 где M1 - положительное число.

Рассмотрим случай w1 = ū−u, w2 = v− v
d1(w1)w1t −dw1xx +A1(t,x,u,ux,ut) = 0, (t,x) ∈ D2

1,

w1(0,x)> 0, t = 0, 0 < x < h0

w1x(t,0)> 0, x = 0, 0 < t,
w1(t,s(t))> 0
d2(w2)w2t −dw2xx +A2(t,x,u,ux,ut) = 0, (t,x) ∈ D2

2,

w2(0,x)> 0, t = 0, 0 < x < s0

w2x(t, l)< 0, x = 0, 0 < t,
w2(t,h(t)) = v(t,h(t))− v(t,h(t))> 0

где
A1(t,x,u,ux,ut) = [d1(ū)−d1(u)]ut − c1ūw1x − (c1ux +a1 −b1(ū+u))w1,
A2(t,x,v,vx,vt) = [d2(v)−d2(v)]vt − c2w2x − (a2 −b2(v1 + v))w2

сильный принцип максимума дает

{
ū(t,x)> u(t,x) D2

1,

v(t,x)< v(t,x) D2
2.

.
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Таким образом, можем применить результат Фридмана [15, гл I. теорема 2], чтобы
показать

ūx(t0,h(t0))< ux(t0,s(t0)). (30)

Повторяя те же рассуждения для области D2
2, имеем

vx(t0,h(t0))> vx(t0,s(t0)). (31)

Из (30) и (31),
ḣ(t0) =−µ ūx(t0,h(t0))+µvx(t0,h(t0))>−µux(t0,s(t0))+µvx(t0,s(t0)) = ṡ(t0),
что противоречит (29).
Лемма 6 доказана.
□
Введем обозначения lim

t→∞
s(t) = s∞ ∈ (0,+∞].

Лемма 5.3. Пусть (u,v,s) - решение (1)-(6). Если s∞ <+∞, то

ṡ(t)→ 0 as t →+∞.

Лемма 5.4(Распространение). Предположим, что (u,v,s) - решение (1)-(6). Если
s∞ = l, то имеем

lim
t→+∞

supu(t,x)⩽ ū(x); lim
t→+∞

infu(t,x)⩾ u(x)

и
lim

t→+∞
supv(t,x)⩽ v̄(x); lim

t→+∞
infv(t,x)⩾ v(x)

Лемма 5.5(Исчезновение). Предположим, что (u,v,s(t)) является решением (1-
(6). Если s∞ < l, то имеем

lim
t→+∞

infu(t, ·)⩾ ū(x) for all x ∈ [0, l] and lim
t→+∞

∥u(t, ·),v(t, ·)∥C[0,s(t)] = 0.

Доказательства в основном используют верхний (ū, v̄) и нижний (u,v) метод решения
[14].
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This article is concerned with a free boundary problem for semilinear parabolic
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