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В данной работе для уравнения смешанного типа в неограниченной области эллиптиче-
ская часть которой является горизонтальной полосой исследуется задача со смещением
на характеристиках разных семейств. Единственность решения задачи доказывается ме-
тодом интегралов энергии, а существование решения задачи методом функций Грина и
методом интегральных уравнений.
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Введение

Краевые задачи со смещением являются одним из быстро развивающихся направ-
лений в теории уравнений смешанного типа [1,2]. Это объясняется прежде всего тем,
что нелокальные задачи содержат широкий класс локальных краевых задач и воз-
никают при изучении различных вопросов прикладного характера, например, вопро-
сов математической биологии [3], прогнозирования почвенной влаги [4, 5], проблем
физики плазмы [6]. Ряд простейших типичных задач околозвуковой аэродинамики
приводит к краевой задаче Трикоми, для которой область, лежащая в эллиптической
части плоскости, представляет собой полуполосу [7]. В данной работе эллиптическая
часть плоскости, представляет собой горизонтальную полосу.
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Постановка задачи

Рассмотрим уравнение

signy|y|muxx +uyy = 0,m = const > 0 (1)

в области Ω = Ω1 ∪AB∪Ω2, где Ω1 = {(x,y) : −∞ < x <+∞,0 < y < 1}, а Ω2 – об-
ласть полуплоскости y < 0, ограниченная отрезком AB = {(x,y) : −1≤ x≤ 1,y = 0} и
характеристиками уравнения (1):

AC : x− [2/(m+2)] (−y)(m+2)/2 =−1,

BC : x+[2/(m+2)] (−y)(m+2)/2 = 1,

выходящими из точек A(−1,0) и B(1,0).
Введем следующие обозначения:

θ−1(x) =

x−1
2

,−
[

m+2
2
· x+1

2

] 2
m+2

 ,θ1(x) =

1+ x
2

,−
[

m+2
2
· 1− x

2

] 2
m+2

 .

Очевидно, что θ−1(x) и θ1(x) есть точки пересечения характеристик уравнения
(1), выходящих из точки (x,0) ∈ AB с характеристиками AC и BC соответственно.

Задача T D∞. Найти функцию u(x,y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x,y) ∈C(Ω̄)∩C1 (Ω)∩C2(Ω1∪Ω2), причем uy (x,0) может обращаться в бес-

конечность порядка меньше 1−2β на концах интервала (−1,1);
2) удовлетворяет уравнению (1) в областях Ω1 и Ω2;
3) удовлетворяет условиям

u(x,1) = ϕ1(x),−∞ < x <+∞, u(x,0) = ϕ2(x),−∞ < x≤−1,

u(x,0) = ϕ3(x),1≤ x < ∞, (2)

lim
x→±∞

u(x,y) = 0, равномерно по y ∈ [0,1] , (3)

a(x)Dβ

−1x(x+1)2β−1u [θ−1 (x)]+

+b(x)Dβ

x1(1− x)2β−1u [θ1 (x)]+ c(x)u(x,0) = d (x) ,−1≤ x≤ 1, (4)

где ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), a(x), b(x), c(x), d(x) – заданные функции, причем вы-
полняются условия: a2(x) + b2(x) 6= 0, −1 ≤ x ≤ 1; a(x) ,b(x) ,c(x) ,d(x) ∈ C[−1,1];
ϕ1(x) ∈ C (−∞,+∞), ϕ2(x) ∈ C(−∞,−1], ϕ3(x) ∈ C[1,+∞), и для достаточно боль-
ших |x| удовлетворяют неравенствам |ϕ j(x)| ≤M1|x|−ε ,

(
j = 1,3

)
, β = m/(2m+4),

M1 = const > 0, а ε – достаточно малое положительное число.
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Единственность решения задачи T D∞

Пусть u(x,y) решение задачи T D∞. Введем обозначения u(x,0) = τ (x), −1≤ x≤ 1;
lim
y→0

uy (x,y) = ν (x), −1 < x < 1;ν (x) ∈ 2 (−1,1) и ν (x) может обращаться в беско-

нечность порядка меньше 1− 2β на концах интервала (−1,1), а τ (x) ∈ C [−1,1]∩
C2 (−1,1). Тогда решение задачи T D∞ в области Ω2 имеет вид [2]:

u(x,y) = γ1

1∫
0

τ[x+σ(2t−1)]

[t(1− t)]1−β
dt+

[
4

m+2

]1−2β

γ2y
1∫

0

ν [x+σ (2t−1)]

[t (1− t)]β
dt, (5)

где σ =

[
2

m+2

]
(−y)(m+2)/2, γ1 =

Γ(2β )

Γ2 (β )
, γ2 =

1
2

[
4

m+2

]2β
Γ(1−2β )

Γ2 (1−β )
.

Пользуясь формулой (5), аналогично как в работе [8] получим

u[θ−1(x)] = γ1Γ(β )(x+1)1−2β D−β

−1x

[
(x+1)β−1

τ(x)
]
−

−γ2Γ(1−β )Dβ−1
−1x

[
(x+1)−β

ν(x)
]
, (6)

u[θ1(x)] = γ1Γ(β )(1− x)1−2β D−β

x1

[
τ(x)(1− x)β−1

]
−

−γ2Γ(1−β )Dβ−1
x1

[
ν(x)(1− x)−β

]
. (7)

Умножая обе части этих равенств на (x+1)2β−1 и (1− x)2β−1, а затем приме-
няя операторы Dβ

−1x и Dβ

1x соответственно с учетом свойства операторов дробного
интегро-дифференцирования, получим [2,3]:

Dβ

−1x(x+1)2β−1u [θ−1 (x)] = (8)

= (x+1)β−1

Γ(β )γ1τ (x)− Γ(1−β )

Γ(1−2β )
γ2

x∫
−1

ν (t)(x− t)−2β dt

 .

Dβ

x1(1− x)2β−1u [θ1 (x)] = (9)

= (1− x)β−1

Γ(β )γ1τ (x)− Γ(1−β )

Γ(1−2β )
γ2

1∫
x

ν (t)(t− x)−2β dt

 .

Подставляя (8) и (9) в условие (4) получим основное функциональное соотноше-
ние между τ (x) и ν (x) на AB из области Ω2:

p(x)τ (x) = [Γ(β )/Γ(2β )]
[(

1− x2)]1−β
d (x)+ (10)

+γ3(1− x)1−β a(x)
x∫
−1

ν (t)(x− t)−2β dt + γ3b(x)(x+1)1−β

1∫
x

ν (t)(x− t)−2β dt,

где p(x) = (1− x)1−β a(x)+(x+1)1−β b(x)+ [Γ(β )/Γ(2β )]
[(

1− x2)]1−β c(x),
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γ3 =
[
(2−4β )2β

Γ(β )
]
/ [2Γ(1−β )Γ(2β )], −1≤ x≤ 1.

Теорема 1. Если u(x,y) – решение однородной задачи T D∞, а заданные функции
удовлетворяют следующим условиям:

a(x) = (x+1)1−β+ε1a0(x), b(x) = (1− x)1−β+ε1b0(x), c(x) =
(
1− x2)ε1c0(x), (11)

где a0(x),b0(x),c0(x) ∈C1[0,1].

p0(x) 6= 0,
[
(1+ x)ε1 a0(x)

p0(x)

]′
≤ 0,

[
(1− x)ε1b0(x)

p0(x)

]′
≥ 0, (12)

тогда задача T D∞ не может иметь более одного решения:
Здесь p0(x) = (x+1)ε1a0(x)+ (1− x)ε1b0(x)+

[
Γ(β )

/
Γ(2β )

]
[(1− x2)]ε1c0(x), а ε1 –

достаточно малое положительное число.
Прежде чем перейти к доказательству Теоремы 1, сперва докажем следующую

лемму.
Лемма. Если u(x,y) – решение однородной задачи T D∞ и выполнены условия

(11) и (12), тогда справедливо неравенство

∆ =

1∫
−1

τ(x)ν(x)dx≥ 0. (13)

Доказательство. Пусть u(x,y) – решение однородной задачи T D∞. Тогда, соглас-
но (10), справедливо равенство

p(x)τ (x) = γ3(1− x)1−β a(x)
x∫
−1

ν (t)(x− t)−2β dt+

+γ3(x+1)1−β b(x)
1∫

x

ν (t)(t− x)−2β dt,−1≤ x≤ 1. (14)

Отсюда в силу условий (11) и p0(x) 6= 0, имеем

τ (x) = γ3a1 (x)
x∫
−1

ν (t)(x− t)−2β dt + γ3b1 (x)
1∫

x

ν (t)(x− t)−2β dt. (15)

где a1(x) = (x+1)ε1a0(x)/p0(x), b1(x) = (1− x)ε1b0(x)/p0(x).
Подставляя τ (x) в (13), используя формулу [9]:

|x− t|−2β =
1

Γ(2β )cos(πβ )

∞∫
0

z2β−1 cos[z(x− t)]dz,

а затем, рассуждая аналогично получим [10]:

∆ = γ4

∞∫
0

z2β−1dz

2


 1∫
−1

ν (t)cosztdt

2

+

 1∫
−1

ν (t)sinztdt

2
−
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−
1∫
−1

a′1 (x)


 x∫
−1

ν (t)cosztdt

2

+

 x∫
−1

ν (t)sinztdt

2
dx+

+

1∫
−1

b′1 (x)


 1∫

x

ν (t)cosztdt

2

+

 1∫
x

ν (t)sinztdt

2
dx,

где γ4 =
[
(2−4β )2β

Γ(β )
]
/
[
8Γ(1/2−β )Γ2 (β )cosπβ

]
.

Отсюда, в силу условий (12) следует, что ∆≥ 0. Лемма доказана. �
Теперь можно перейти к доказательству Теоремы 1.
Доказательство. Пусть u(x,y) – решение однородной задачи T D∞. Тогда в обла-

сти Ω1 справедливо тождество.

(ymuux)x +(uuy)y− ym(ux)
2− (uy)

2 = 0, (16)

а на AB, имеет место равенство (15).
Пусть Ω1R = {(x,y) ;−R < x < R,0 < y < 1}. Интегрируя тождество (16) по области

Ω1R, с учётом условия (3) и ϕ j(x)≡ 0
(

j = 1,3
)
, находим

∫∫
Ω1

[
ym (ux)

2 +(uy)
2
]

dxdy+
1∫

0

τ(x)ν(x)dx = 0. (17)

В силу утверждения леммы, из (17) получим u(x,y)≡ const в Ω1. Учитывая условие
(3) и ϕ j(x)≡ 0

(
j = 1,3

)
, имеем u(x,y)≡ 0 в Ω1. Поэтому τ(x)≡ 0, x ∈ [−1,1], ν(x)≡

0, x ∈ [−1,1]. Тогда, согласно формуле (5), u(x,y)≡ 0 в Ω̄2. Следовательно, u(x,y)≡ 0,
(x,y) ∈ Ω̄. Отсюда следует утверждение Теоремы 1. �

Существование решения задачи T D∞

Переходим к доказательству существования решения задачи T D∞. При этом пред-
положим, что выполнены условия теоремы 1. Пусть u(x,y) решение задачи T D∞ и
u(x,0) = τ (x) ∈ C [−1,1]∩C2 (−1,1), uy (x,0) = ν (x) ∈ C2 (−1,1) и может обращаться
в бесконечность порядка меньше 1− 2β на концах интервала (−1,1). Тогда на AB
справедливо равенство (10).

Решая задачу Дирихле в области Ω1 методом функций Грина получим:

u(x,y) =
+∞∫
−∞

τ0 (t)Gη (t,0;x,y)dt +
+∞∫
−∞

ϕ1 (t)Gη (t,1;x,y)dt, (18)

где

Gη (t,0;x,y) =−ky
[
(t− x)2 +4µ

2ym+2
]β−1

+

+

√
y

(m+2)µ
Γ(µ)

+∞∫
−∞

ρ
µ−1 Kµ [2µ |ρ|]

Iµ [2µ |ρ|]
Iµ

[
2µ |ρ|y(m+2)/2

]
eiρ(t−x)dρ,
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Gη (t,1;x,y) = 4µβk
(

y(m+4)/2 + y
)(

r2
1
)β−2

F

(
1−β ,1−β ,2−2β ;

16µ2y(m+2)/2

r2
1

)
−

−µk

(
y

µr2
1
− y+ y−m/2(

r2
1
)2

)(
r2

1
)β

F

(
1−β ,1−β ,1−2β ;

16µ2y(m+2)/2

r2
1

)
+

+
µ
√

y
π

+∞∫
−∞

Kµ [2µ |ρ|]
Iµ [2µ |ρ|]

Iµ

[
2µ |ρ|y(m+2)/2

]
Iµ−1 [2µ |ρ|]eiρ(t−x)dρ,

k =
1

4π

(
4

m+2

)2−2β
Γ2 (1−β )

Γ(2−2β )
, r2

1 = (x− t)2 + 4µ2ym+2, µ =
1

m+2
. Здесь Iµ [z] и

Kµ [z] соответственно называются модифицированными функциями Бесселя и Мак-
дональда, а F(a,b,c;z) гипергеометрическая функция Гаусса [11].

τ0 (x) =


ϕ2 (x) , −∞ < x≤−1,
τ (x) , −1≤ x≤ 1,
ϕ3 (x) , 1≤ x <+∞.

(19)

Учитывая (19) перепишем (18) в виде

u(x,y) =−ky
1∫
−1

τ (t)
[
(t− x)2 +4µ

2ym+2
]β−1

dt+

+

1∫
−1

τ (t)g(t;x,y)dt +Φ(x,y) . (20)

g(t;x,y) =
√

y
(m+2)µ

Γ(µ)

+∞∫
−∞

ρ
µ−1 Kµ [2µ |ρ|]

Iµ [2µ |ρ|]
Iµ

[
2µ |ρ|y(m+2)/2

]
eiρ(t−x)dρ

Φ(x,y) =
−1∫
−∞

ϕ2 (t)Gη (t,0;x,y)dt +
+∞∫
1

ϕ3 (t)Gη (t,0;x,y)dt+

+

+∞∫
−∞

ϕ1 (t)Gη (t,1;x,y)dt.

Учитывая, что
∂

∂y

{
y
[
(x− t)2 +4µ

2ym+2
]β−1

}
=

=
1

1−2β

∂

∂ t

{
(x− t)

[
(x− t)2 +4µ

2ym+2
]β−1

}
,

считая y 6= 0 и дифференцируя (20) по y, и переходя к пределу при y→ 0 получим

ν (x) =
k

1−2β

 d
dx

x∫
−1

τ (t)dt

(x− t)1−2β
− d

dx

1∫
x

τ (t)dt

(t− x)1−2β

+
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+

1∫
−1

τ (t)gy (t;x,0)dt +F1 (x) ,−1 < x < 1, (21)

где F1 (x) = lim
y→0

Φ
′
y (x,y).

Равенство (21) является основным функциональным соотношением между τ (x) и
ν (x) на AB из области Ω1.

Следовательно, задача T D∞ в смысле разрешимости (в классе искомых функций)
эквивалентна системе уравнений {(10), (21)}. Если из этой системы однозначно най-
дем функции τ (x) и ν (x), то решение задачи T D∞ в областях Ω1 и Ω2 определяются
формулами (5) и (18) соответственно.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия Теоремы 1, а также a0(x), b0(x), c0(x)∈
C2[−1,1], a0(1)× b(−1) 6= 0, ϕ2(−1) = ϕ3(1) = 0, d (x) ∈ C [−1,1]∩C2 (−1,1), тогда
существует решение задачи T D∞.

Доказательство. Исключая ν (x) из (10) и (21), получим

A(x)τ (x)+
B(x)

πi

1∫
−1

τ (t)
t− x

dt +
1∫
−1

Q1 (x, t)τ (t)dt = F2 (x), (22)

где
A(x) = p0 (x)−

[
(1+ x)ε1a0 (x)+(1− x)ε1b(x)

]
sinβπ, (23)

B(x) =
[
(1+ x)ε1a0 (x)+(1− x)ε1b(x)

]
icosβπ, (24)

Q1 (x, t) =
Q2 (x, t)−Q2 (x,x)

t− x
+Q3 (x, t) ,

Q2 (x, t) =

[
(1+ x)ε1a0 (x)

(
x+1
t +1

)1−2β

+(1− x)ε1b0 (x)
(

1− x
1− t

)1−2β
]

cosβπ

π
,

Q3 (x, t) = |x− t|2β−1Q4 (x, t) ,Q4 (x, t) ∈C (−1≤ x, t ≤ 1)∩C2 (−1 < x, t < 1) ,

F2 (x) = [Γ(β )/Γ(2β )]d (x)+

+γ3(1+ x)ε1a0 (x)
x∫
−1

F1 (t)(x− t)−2β dt + γ3(1− x)ε1b0 (x)
1∫

x

F1 (t)(t− x)−2β dt.

Очевидно, что Q1 (x, t) – ядро со слабой особенностью, а на основании условий,
наложенных на заданные функции следует, что F2 (x)∈C [−1,1]∩C2 (−1,1). Запишем
уравнение (22) в следующем виде

A(x)τ(x)+
B(x)
πi

1∫
−1

τ(t)
t− x

dt = F3(x), (25)

где F3(x) = F2(x)−
1∫
−1

Q1(x, t)τ(t)dt.
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Уравнение (25) является уравнением нормального типа, так как A2(x)+B2(x) 6= 0,
∀x ∈ [−1,1]. Индекс интегрального уравнения (25) равен нулю в классе функций,
ограниченныхпри x→−1 и x→ 1. Каноническая функция имеет вид

X(z) =
[
(1− z2)

](1/2)−β
ω(z),

где ω(z) 6= 0 – функция, удовлетворяющая условию Гельдера. Поэтому сингулярное
интегральное уравнение (25) имеет единственное решение в классе функций огра-
ниченных при x→−1 и x→ 1. Решение уравнения (25) в этом классе выписывается
в виде

τ (x) =
A(x)F3 (x)

A2 (x)+B2 (x)
− B(x)X (x)

π [A2 (x)+B2 (x)]

1∫
−1

F3 (t)dt
X (t)(t− x)

,−1≤ x≤ 1.

Подставляя выражение F3 (x), получим интегральное уравнение Фредгольма вто-
рого рода

τ(x)+
1∫
−1

K(x, t)τ(t)dt = F4(x). (26)

Здесь

K(x, t) =
A(x)Q(x)

A2(x)+B2(x)
− B(x)X(x)

π

1∫
0

Q1(z, t)
X(z)(z− x)

dz,

F4 (x) =
A(x)Q(x)

A2(x)+B2(x)
− B(x)X(x)

π

1∫
0

F2 (t)
X(t)(t− x)

dt.

Однозначная и безусловная разрешимость интегрального уравнения (26) в силу
эквивалентности, следует из единственности решения задачи T D∞. �

Заключение

Из этой задачи при a(x)≡ b(x)≡ 0, следует задача Дирихле для уравнения (1) в
области Ω1, а при b(x)≡ c(x)≡ 0 и a(x)≡ c(x)≡ 0 следует задача Трикоми в области
с заданными значениями искомой функции на AC и BC соответственно, которая
представляет самостоятельный интерес.
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A BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH AN OFFSET
FOR A MODEL EQUATION OF MIXED TYPE IN AN
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In this paper, for a mixed type equation in an unbounded region, the elliptical part of which
is a horizontal strip, we study the problem with a shift on the characteristics of different
families. The uniqueness of the solution of the problem is proved by the method of energy
integrals, and the existence of a solution of the problem by the method of Green functions
and the method of integral equations.
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