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В данной работе описана реализация методики повышения точности спектрального
оценивания процесса периодических изменений яркости многочастотных отражений от
космических объектов в условиях плавного изменения их интенсивности. Проводит-
ся сравнительный анализ для определения относительного отклонения оценки частоты
вращения ∆F классическим методом наименьших квадратов Прони и со взвешиванием
наблюдений.
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Введение

Разработкой методик обработки оптических сигналов от астрономических объ-
ектов занимаются многие специалисты ведущих стран мира. Подходы к решению
данной проблемы различны. Особую актуальность данная задача имеет в условиях
априорной неопределённости текущего ракурса и частоты вращения объекта наблю-
дения. Характерны ситуации, при которых формализация информационной состав-
ляющей параметров движения затруднена [1]. Вместе с тем, охарактеризовать ди-
намику объекта могут изменения его блеска [2]. Так же не маловажной проблемой
остаётся получение спектральной плотности мощности случайного процесса в усло-
виях коротких временных выборок [3, 4]. Анализ спектра отражённого светового
потока позволяет существенно повысить информативность наблюдений за космиче-
скими объектами.

Классические параметрические и непараметрические методы спектрального ана-
лиза не учитывают плавное изменение мощности отражённого сигнала во время
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обсервации, что типично для серии наблюдений за космическим объектом, который
проходя рядом с зенитом, имеет как правило, максимальную яркость, а при низких
углах места — минимальную [1]. Поэтому применение модели, которая учитыва-
ет факт изменения мощности процесса [5]-[7], позволяет, как показано ниже, су-
щественно повысить качество спектрального оценивания отражённого космическим
объектом светового сигнала [8, 9].

В данной работе предлагается использовать многочастотный подход к анализу
спектра световых отражений от космических объектов методом наименьших квад-
ратов Прони со взвешиванием наблюдений. Интерпретация данного подхода заклю-
чается в том, что по мере уменьшения (увеличения) амплитуды сигнала происходит
изменение отношения сигнал/шум. Для того чтобы не возмущать модель берутся
отсчёты малых (больших) амплитуд с меньшим (большим) весом соответственно.

Методы исследования

Результаты наблюдений за объектом, поступающие по M различным информаци-
онным каналам, представим в виде реализации X дискретного марковского вектор-
ного M-мерного случайного процесса конечной связанности:

X=[x0, x1, . . . , xt , . . . , xT−1],

где xt=[x0,t ; x1,t ; . . . ; xm,t ; . . . ; xM−1,t]T — М-мерный векторный t-й временной отсчёт
процесса наблюдения; xm,t — значение tго наблюдения в m-м канале; m=0,1,. . . ,M-
1; T— знак транспонирования [10]. Математическое описание М-мерного процесса
наблюдения сводится к виду:

xt=
K
∑

k=1
hkZt−1

k + et ,

где hk — M-мерный вектор-столбец k-й комплексной экспоненты:

hk=[h0,k; h1,k; . . . ; hm,k; . . . ; hM−1,k]T

реализации h=[h0; h1; . . . ; hk; . . . ; hK−1]T комплексной амплитуды (параметр не за-
висящий от времени); Zk=[Z] — [(T×K)×M]-мерная матрица k-й комплексной экспо-
ненты, описывающая параметр зависящий от времени; et — Mмерный вектор-столбец
t-ого векторного отсчёта et=[e0,t ; e1,t ; . . . ; em,t ; . . . ; eM−1,t]T процесса ошибки аппрок-
симации. Компоненты hm,k матрицы hk и элементы матрицы Z рассчитываются из
соотношений:

hm,k=Am,k exp(iθm,km),

Z =


1 1 · · · 1 · · · 1

z0,1 z1,2 · · · zm,k · · · zM−1,K
...

... · · · ...
. . .

...
zT−1

0,1 zT−1
1,2 · · · zT−1

m,k · · · zT−1
M−1,K

 ,

zm,k=exp[(αm,k + i2πFm,k)/T ],

41



ISSN 2079-6641 Андреев В. Г., Авраменко Д.В.

где Am,k — амплитуда; θ m,k — начальная фаза; αm,k — коэффициент затухания; Fm,k
— частота k-й комплексной экспоненты M-мерного процесса; i — мнимая единица.

Метод наименьших квадратов Прони по подгонке модели из K экспонент сводит-
ся к задаче полиномиальной факторизации, состоящей из трех этапов [11]. Первый
этап заключается в оценке авторегрессионных параметров коэффициентов линейного
предсказания на основе ковариационного метода. Второй этап состоит в вычислении
корня полинома zm,k, сформированного из коэффициентов ak авторегрессии, благо-
даря которому можно определить коэффициент затухания αm,k и частоту Fm,k kй
синусоиды. Заключительный этап представляет собой получение комплексных пара-
метров hm,k, вычисление которых позволяет определить амплитуду Am,k и начальную
фазу θ m,k.

Аппроксимация X, описываемая выше, становится линейной относительно па-
раметров hm,k и zm,k, поэтому её можно представить в виде системы уравнений,
записанной в матричном виде: X=Zh.

В условиях плавно изменяемой мощности сигнала и учёта стохастической модели
шума, сформируем функцию затухания по отсчётам X наблюдений, для того чтобы
не возмущать данную модель предлагается взвесить отсчёты X весовым вектором
wt , где wt — M-мерный вектор-столбец t-ого векторного отсчёта:

wt=[w0,t ; w1,t ; . . . ; wm,t ; . . . ; wM−1,t]T

реализации w=[w0; w1; . . . ; wt ; . . . ; wT−1]T , имеющий смысл весов значимости
наблюдаемых отсчётов, с компонентами:

wm,t = exp(−2αt), (1)

где wt — весовой коэффициент отсчётов данных, зависящий от оценки коэффициента
затухания α. Анализируя выражение (1) получим, что при α→ 0 весовые коэффи-
циенты удовлетворяют приблизительному равенству w≈ 1, на временном интервале
t=0. . . T-1, а при α→ 1 значение w стремится к нулю для t=1. . . T-1, отражая тен-
денцию потери оценки потенциальной точности отсчётов X наблюдений при плавно
изменяемой мощности сигнала. Поэтому значение веса 0≤wt≤ 1 учитывает уменьше-
ние точности оценки отсчётов X, при коэффициенте затухания 0≤ α≤ 1. При учёте
величин wt , формирующих вектор w, изменения амплитуды сигнала xt за время T
наблюдений можем представить в следующем виде:

Y = XW, (2)

где Y — реализация отражений от наблюдаемого объекта со взвешиванием отсчё-
тов X; W=diag(w) — квадратная матрица с элементами wt вектора w на главной
диагонали.

Результаты и обсуждения исследований

Исследования предлагаемой методики оценки спектральной плотности мощно-
сти начнём с того, что проанализируем экспериментальную последовательность Y,
представленную тремя (M=3) компонентами R, G, B видимого диапазона. После-
довательность представляет собой реализацию модельного процесса отражений от
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вращающегося космического аппарата Cassini. Его конфигурация сформирована при
помощи компьютерной графики по 3D модели с учётом цветов отдельных элементов.
Методика построения изображения соответствует принятым в OpenGL принципам,
т.е. получению наборов векторных графических примитивов в виде точек, линий и
многоугольников с последующей математической обработкой полученных данных и
построением растрового изображения.

Критерием оценки эффективности рассматриваемой методики введём относитель-
ные отклонения ∆F оцененных частот F̂ вращения от истинных частот F для каждого
из R, G, B цветов:

∆F =
|F̂−F|

F ·100%. (3)

Для сравнения данного подхода результаты зависимости ∆F(α) относительного
отклонения F̂ от истинных значений F при σ=10−3, p=9 и различных значениях
затухания α рассмотрим рисунок.

Рисунок. Оценка относительной ошибки от затухания

На рисунке представлены усреднённые по трём цветовым компонентам R, G, B
зависимости относительных ошибок от коэффициента α затухания методом Прони
∆FRGB — пунктирная кривая, и предложенной методикой ∆F̃RGB — точечная кривая.

Анализ показал, что учёт изменения отношения сигнал/шум по мере уменьше-
ния (увеличения) амплитуды сигнала, основанный на взвешивании с помощью ве-
сового вектора w=[wt] наблюдений X позволяет снизить зависимость относительно-
го отклонения ∆F до 23 раз. Так при α=0.4 и порядке модели p=9 относитель-
ная ошибка метода наименьших квадратов Прони, усреднённое по трём цветам
∆FRGB=(∆FR+∆FG+∆FB)/3=66.8%, а для метода Прони со взвешиванием отсчётов
относительное отклонение составляет ∆F̃RGB=2.9%.

Выводы

Эксперименты показали, что при использовании весового вектора w для компен-
сации возмущений модели предложенным методом Прони величины ∆F, рассчитан-
ные по (3), уменьшаются от 1.4 до 23 раз, так как учитывается связь между оценкой
коэффициента затухания α и весовыми коэффициентами wt . Таким образом, показа-
но, что целесообразно использовать метод наименьших квадратов Прони со взвеши-
ванием отсчётов для спектрального анализа, плавно меняющего свою интенсивность
процесса X световых отражений от космического объекта и малого (1. . . 5) коли-
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чества наблюдаемых периодов вращения. Повышение качества спектрального оце-
нивания достигается за счёт учёта изменений отношения сигнал/шум затухающего
процесса при расчёте параметров модели Прони векторного процесса Y наблюдений
по (2).
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OPTICAL SIGNAL PROCESSING FROM OBSERVED
OBJECTS THE METHOD OF THE LEAST SQUARE

PONY WITH WEIGHING OBSERVATIONS

V.G. Andrejev, D.V. Avramenko

Ryazan state radio engineering University, 390005, Ryazan, Gagarina street, 59/1
E-mail: andrejev.v.g@rsreu.ru

This paper describes the implementation of a technique to improve the accuracy of spectral
evaluation of periodic changes in the brightness of multi-frequency reflections from space
objects under conditions of a smooth change in their intensity. A comparative analysis is
carried out to determine the relative deviation of the estimate of the rotational speed ∆F by
the classical method of the smallest squares of the Proni and weighing observations.

Key words: Prony’s method, the weight vector, the redefined system of the equations
of Yule – Walker spectral parametric estimation
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