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Введение

Рассмотрим уравнение

∂
α
0t u(t)−λu(t)−µH(t − τ)u(t − τ) = f (t), 1 < α ≤ 2, 0 < t < 1, (1)

где ∂ α
0t u(t) = Dα−2

0t u′′(t) – дробная производная Герасимова-Капуто [1, c. 11], Dβ

0t
– оператор дробного интегродифференцирования в смысле Римана-Лиувилля с
началом в точке s для любого β ∈ R, который определяется по формуле [1, c. 9]:

Dβ

stg(t) =


sign(t-s)
Γ(−β )

t∫
s

g(ξ )dξ

|t−ξ |β+1 , β < 0;

g(t), β = 0;

signn(t − s) dn

dtn Dβ−n
st g(t), n−1 < β ≤ n,n ∈ N,

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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Γ(z) – гамма функция Эйлера, H(t) – функция Хевисайда, λ ,µ – произвольные
постоянные, τ – заданное положительное число.

Теории дробного исчисления посвящены монографии [2], [3], [4]. В работе
[5] Барреттом методом последовательных приближений получено явное решение
дифференциального уравнения дробного порядка. Теории дифференциальных
уравнений с запаздывающим аргументом посвящены работы [6], [7], [8], [9].

Для уравнения (1) решения начальной и краевых задач получены в работах [10],
[11], [12]. Внутреннекраевая задача для дифференциального уравнения дробного
порядка с запаздывающим аргументом исследована в работе [13].

В данной работе методом функции Грина получено решение краевой задачи
Стеклова первого класса для дифференциального уравнения дробного порядка с
запаздывающим аргументом. Доказана теорема существования и единственности
решения.

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(t), имеющую
абсолютно непрерывную производную первого порядка на отрезке [0,1] и
удовлетворяющую этому уравнению.

Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям:{
a1u(0)+a2u′(0)+a3u(1)+a4u′(1) = 0,
b1u(0)+b2u′(0)+b3u(1)+b4u′(1) = 0,

(2)

где ai,bi – заданные постоянные.
Условия (2) при

a4b2 −a2b4 ̸= 0

эквивалентны условиям {
u′(0) =C1u(0)+C2u(1),
u′(1) =C3u(0)+C4u(1),

(3)

где

C1 =
a1b4 −a4b1

a4b2 −a2b4
; C2 =

a3b4 −a4b3

a4b2 −a2b4
; C3 =

a1b2 −a2b1

a4b2 −a2b4
; C4 =

a3b2 −a2b3

a4b2 −a2b4
. (4)

Условия (3) В. А. Стеклов назвал условиями первого класса [14].
Ранее в работе [11] была введена функция

Wν(t) =
∞

∑
m=0

µ
m(t −mτ)αm+ν−1

+ Em+1
α,αm+ν(λ (t −mτ)α

+), (5)

(t −mτ)
ρ

+ =

{
(t −mτ)ρ , t −mτ > 0

0, t −mτ ≤ 0,

Eρ

α,β (z) =
∞

∑
k=0

(ρ)kzk

Γ(αk+β )k! – обобщённая функция Миттаг-Леффлера [15], (ρ)k =
Γ(ρ+k)

Γ(ρ) –

символ Похгаммера.
Для функции Wν(t)(5) справедливы следующие свойства [11]:
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1. Начиная с некоторого номера m выражение t −mτ < 0, поэтому в ряде (3)
содержится конечное число слагаемых N ≤ [ t

τ
]+1;

2. Для Wν(t) справедлива формула интегродифференцирования порядка α ∈ R

Dα
0tWν(t) =Wν−α(t); (6)

3. Функция Wν(t) удовлетворяет соотношению:

Wν(t) = λWν+α(t)+µWν+α(t − τ)+
tν−1

Γ(ν)
, α ∈ N∪{0},ν ∈ R. (7)

Функция Грина

Рассмотрим функцию

G(t,ξ ) = H(t −ξ )Wα(t −ξ )+Wα(t)
△1(t)
△

+Wα−1(t)
△2(t)
△

, (8)

где
△= A1B2 −A2B1 ̸= 0; (9)

A1 = a1 +a3W1(1)+a4(λWα(1)+µWα(1− τ)), A2 = a2 +a3W2(1)+a4W1(1);

B1 = b1 +b3W1(1)+b4(λWα(1)+µWα(1− τ)), B2 = b2 +b3W2(1)+b4W1(1);

△1(t) =W1(t)(A2b3 −B2a3)+W2(t)(B1a3 −A1b3);

△2(t) =W1(t)(A2b4 −B2a4)+W2(t)(B1a4 −A1b4).

Функция G(t,ξ ) удовлетворяет свойствам:
1. Функция G(t,ξ ) непрерывна для всех значений t и ξ из отрезка [0,1].
Справедливость этого свойства следует из формулы (8), а также из условия (9).
2. G(t,ξ ) удовлетворяет соотношению

lim
ε→0

[Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=t−ε−Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=t+ε ] = 1.

3. Функция G(t,ξ ) является решением уравнения

Dα

1ξ
G(t,ξ )−λG(t,ξ )−µH(1− τ −ξ )G(t,ξ + τ) = 0.

4. Функция G(t,ξ ) удовлетворяет краевым условиям:

Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=0=−C1Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=0+C3Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=1,

Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=1=C2Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=0−C4Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=1,

где Ci определяются из (4).
Справедливость свойств 2-4 следует из представлений функций (8), (5), а также

из свойств функции Wν(t) (6) и (7).
Функция G(t,ξ ), удовлетворяющая свойствам 1-4, называется функцией Грина

задачи (1), (2).
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Теорема существования и единственности

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть функция f (t) ∈C(0,1) представима в виде

f (t) = Dα−2
0t g(t), g(t) ∈ L(0,1), (10)

и выполнено условие (9).
1) Тогда существует регулярное решение задачи (1), (2). Решение имеет вид

u(t) =
1∫

0

f (ξ )G(t,ξ )dξ . (11)

2) Решение задачи (1), (3) единственно тогда и только тогда, когда выполнено
условие (9).

Доказательство.
Покажем, что решение задачи (1), (3) имеет вид (11). Домножим уравнение (1)

на функцию G(t,ξ ) и проинтегрируем от 0 до 1:

1∫
0

G(t,ξ )∂ α

0ξ
u(ξ )dξ −λ

1∫
0

G(t,ξ )u(ξ )dξ −µ

1∫
0

H(ξ − τ)G(t,ξ )u(ξ − τ)dξ =

=

1∫
0

G(t,ξ ) f (ξ )dξ . (12)

Учитывая определение оператора Герасимова-Капуто и формулу дробного
интегрирования по частям, первый интеграл в левой части (12) перепишем в виде:

1∫
0

G(t,ξ )∂ α

0ξ
u(ξ )dξ =

1∫
0

G(t,ξ )Dα−2
0ξ

u′′(ξ )dξ =

1∫
0

u′′(ξ )Dα−2
1ξ

G(t,ξ )dξ =

= u′(ξ )Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|10+
1∫

0

u′(ξ )Dα−1
1ξ

G(t,ξ )dξ = u′(ξ )Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|10+

+

t−0∫
0

u′(ξ )Dα−1
1ξ

G(t,ξ )dξ +

1∫
t+0

u′(ξ )Dα−1
1ξ

G(t,ξ )dξ = u′(ξ )Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|10+

+u(ξ )Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|t−0
0 +u(ξ )Dα−1

1ξ
G(t,ξ )|1t+0+

1∫
0

u(ξ )Dα

1ξ
G(t,ξ )dξ =

=−[u(0)Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=0+u′(0)Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=0]+ [u(1)Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=1+

+u′(1)Dα−2
1ξ

G(t,ξ )|ξ=1]+u(t)[Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=t−0−Dα−1
1ξ

G(t,ξ )|ξ=t+0]+

+

1∫
0

u(ξ )Dα

1ξ
G(t,ξ )dξ .
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Используя условие (3) получаем, что

1∫
0

G(t,ξ )∂ α

0ξ
u(ξ )dξ = u(t)+u(0)

[
C3Dα−2

1ξ
G(t,ξ )|ξ=1−C1Dα−2

1ξ
G(t,ξ )|ξ=0+Dα−1

1ξ
G(t,ξ )|ξ=0

]
+

+u(1)
[
C2Dα−2

1ξ
G(t,ξ )|ξ=0−C4Dα−2

1ξ
G(t,ξ )|ξ=1+Dα−1

1ξ
G(t,ξ )|ξ=1

]
+

1∫
0

u(ξ )Dα

1ξ
G(t,ξ )dξ .

Учитывая свойства 2 и 4 функции Грина, получим

1∫
0

G(t,ξ )∂ α

0ξ
u(ξ )dξ = u(t)+

1∫
0

u(ξ )Dα

1ξ
G(t,ξ )dξ . (13)

Подставляя (13) в (12), имеем:

u(t)+
1∫

0

u(ξ )Dα

1ξ
G(t,ξ )dξ −λ

1∫
0

G(t,ξ )u(ξ )dξ −µ

1∫
0

H(ξ − τ)G(t,ξ )u(ξ − τ)dξ =

=

1∫
0

G(t,ξ ) f (ξ )dξ

или

u(t)+
1∫

0

u(ξ )[Dα

1ξ
G(t,ξ )−λG(t,ξ )−µH(1− τ −ξ )G(t,ξ + τ)]dξ =

1∫
0

G(t,ξ ) f (ξ )dξ ,

откуда, с учетом свойства 3 функции Грина, приходим к виду (11).
Решение задачи (11) запишем в виде u(t) = ν1 +ν2 +ν3,

ν1 =
−F1B2 +F2A2

A1B2 −A2B1
W1(t), ν2 =

−A1F2 +B1F1

A1B2 −A2B1
W2(t), ν3 =

t∫
0

f (ξ )Wα(t −ξ )dξ .

Тогда,

∂
α
0t ν1 =

−F1B2 +F2A2

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t
d2

dt2W1(t)=
−F1B2 +F2A2

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t
d2

dt2 [λWα+1(t)+µWα+1(t − τ)]=

=
−F1B2 +F2A2

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t [λWα−1(t)+µWα−1(t − τ)] =
−F1B2 +F2A2

A1B2 −A2B1
[λW1(t)+µW1(t − τ)] ;

∂
α
0t ν2 =

−A1F2 +B1F1

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t
d2

dt2W2(t) =
−A1F2 +B1F1

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t
d
dt

[λWα+1(t)+µWα+1(t − τ)] =

=
−A1F2 +B1F1

A1B2 −A2B1
Dα−2

0t [λWα(t)+µWα(t − τ)] =
−A1F2 +B1F1

A1B2 −A2B1
[λW2(t)+µW2(t − τ)] ;

∂
α
0t ν3 = Dα−2

0t
d2

dt2 ( f ∗Wα)(t) = Dα−2
0t

d2

dt2

(
Dα−2

0t g∗Wα(t)
)
= Dα−2

0t
d2

dt2 (g∗W2)(t) =
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= Dα−2
0t

d
dt
[g∗ (λWα+1(t)+µWα+1(t − τ))] = Dα−2

0t [(λWα(t)+µWα(t − τ))∗g+g] =

= f (t)+(λWα(t)+µWα(t − τ))∗ f (t).

Таким образом получаем, что ∂ α
0t (ν1 +ν2 +ν3) = λu(t)+µu(t − τ)+ f (t).

Непосредственной подстановкой решения (11) в краевые условия (3) можно
убедиться в справедливости этих краевых условий.

При △= A1B2 −A2B1 = 0 решение однородной задачи

∂
α
0t u(t)−λu(t)−µH(t − τ)u(t − τ) = 0, 1 < α ≤ 2,

{
a1u(0)+a2u′(0)+a3u(1)+a4u′(1) = 0,
b1u(0)+b2u′(0)+b3u(1)+b4u′(1) = 0

не однородное. Значит, решения задачи (1), (3) единственно только при △ ̸= 0.
Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства и

публикации нет.
Авторский вклад и ответственность. Автор участвовал в написании статьи и

полностью несет ответственность за предоставление окончательной версии статьи в
печать.
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by Green function method. The existence and uniqueness theorem to the problem is
proved.
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