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Введение

В евклидовой плоскости точек (x,y) рассматривается уравнение вида

0 =

{
uy −auxx −buxxy, y > 0,
uyy − c2uxx, y < 0,

(1)

где a, b и c – заданные положительные числа; u = u(x,y) – искомая действительная
функция независимых переменных x и y.

Уравнение (1) при y > 0 совпадает с уравнением Аллера [1]

∂u
∂y

=
∂

∂x

(
a

∂u
∂x

+b
∂ 2u

∂x∂y

)
, (2)

а при y < 0 – с волновым уравнением

uyy − c2uxx = 0. (3)

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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Уравнение (2) относят к уравнениям псевдопараболического типа [2], хотя
является уравнением гиперболического типа. Известно [3], что при определенных
допущениях уравнение (2) описывает движение почвенной влаги и его решение
интерпретируется как влажность почвы с коэффициентом диффузии a и
коэффициентом влагопроводности b в точке x почвенного слоя 0 ≤ x ≤ r в
момент времени y ∈ [0,T ]. Исследованию различных краевых задач для уравнений
третьего порядка псевдопараболического типа, в частности, и для уравнения Аллера
посвящены работы [4] - [9].

В настоящее время исследованию краевых задач со смещением для различных
типов и порядков уравнений посвящены немало работ. В работах [10], [11],
А.М. Нахушевым было введено понятие краевой задачи со смещением для
гиперболических, вырождающихся гиперболических и смешанного типа уравнений.
Задача со смещением с производной в граничных условиях для уравнения параболо-
гиперболического типа третьего порядка исследовано в работе [12]. Более полную
библиографию научных работ, посвященных исследованию краевых задач со
смещениями приведены в монографиях [13], [14].

В данной работе исследуется краевая задача со смещением для гиперболического
уравнения третьего порядка с оператором Аллера в главной части.

Постановка задачи и полученный результат

Пусть Ω=Ω+∪Ω−∪(A0Ar), где Ω+= {(x,y) : 0< x< r,0< y< T}, A0Ar = {(x,0) : 0<
x < r}, а Ω− - область, ограниченная характеристиками A0C : x+cy = 0, ArC : x−cy = r
волнового уравнения (3) при y < 0, выходящими из точек A0 = (0,0), Ar = (r,0) и
пересекающимися в точке C =

( r
2 ,−

r
2c

)
.

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию u =
u(x,y) такую, что u ∈C(Ω)∩C1(Ω)∩C2(Ω−), uxx,uxxy ∈C(Ω+) и удовлетворяющую
уравнению (1).

Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области Ω решение u = u(x,y) уравнения (1),

удовлетворяющее следующим условиям:

u(0,y) = 0, ux(r,y) = 0, 0 ≤ y < T, (4)

α(x)
d
dx

u[Θ0(x)]+β (x)
d
dx

u[Θr(x)] = δ (x), 0 ≤ x ≤ r, (5)

где α(x), β (x), δ (x) – заданные функции. Здесь Θ0(x) =
( x

2 ,−
x
2c

)
, Θr(x) =

(x+r
2 , x−r

2c

)
-

аффиксы точек пересечения характеристик волнового уравнения (3), выходящих из
точки (x,0) с характеристиками A0C, ArC.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть относительно заданных функций α(x), β (x), δ (x) выполнены

условия
α(x), β (x) ∈C1[0,r]∩C3(0,r), δ (x) ∈C[0,r]∩C2(0,r); (6)

α(x) ̸=±β (x) ∀x ∈ [0,r], (7)
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и пусть
α(0)+β (0)
α(0)−β (0)

≥ 0,
[

α(x)+β (x)
α(x)−β (x)

]′
≥ 0. (8)

Тогда существует единственное регулярное в области Ω решение задачи (4), (5) для
уравнения (1).

Доказательство. Сначала покажем единственность, для этого положим

u(x,0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ r, (9)

uy(x,0) = ψ(x), 0 < x < r. (10)

Из (2), переходя к пределу при y → +0, с учетом обозначений (9) и (10)
находим фундаментальное соотношение между функциями ϕ(x) и ψ(x), принесенное
из области Ω+ на линию y = 0 в виде

ψ(x)−aϕ
′′(x)−bψ

′′(x) = 0, (11)

а из краевых условий (4) имеем, что

ϕ(0) = 0, ϕ
′(r) = 0; (12)

ψ(0) = 0, ψ
′(r) = 0. (13)

Далее найдем аналогичное фундаментальное соотношение между функциями
ϕ(x) и ψ(x), принесенное из области Ω− на линию y = 0. Для этого воспользуемся
представлением решения задачи Коши (9), (10) для уравнения (3), которое
выписывается по формуле Даламбера

u(x,y) =
ϕ(x+ cy)+ϕ(x− cy)

2
+

1
2c

x+cy∫
x−cy

ψ(ξ )dξ . (14)

Из (14) находим:

u[Θ0(x)] =
ϕ(x)+ϕ(0)

2
− 1

2c

x∫
0

ψ(ξ )dξ ,

u[Θr(x)] =
ϕ(x)+ϕ(r)

2
− 1

2c

r∫
x

ψ(ξ )dξ ,

откуда получаем, что

d
dx

u[Θ0(x)] =
ϕ ′(x)

2
− ψ(x)

2c
,

d
dx

u[Θr(x)] =
ϕ ′(x)

2
+

ψ(x)
2c

. (15)

Из условия (5) с учетом (15) находим фундаментальное соотношение между
функциями ϕ(x) и ψ(x) принесенное из области Ω− на линию y = 0 в виде

c[α(x)+β (x)]ϕ ′(x)− [α(x)−β (x)]ψ(x) = 2cδ (x). (16)

Из (16) с учетом условия (7) имеем
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ψ(x) = c
α(x)+β (x)
α(x)−β (x)

ϕ
′(x)− 2cδ (x)

α(x)−β (x)
. (17)

Рассмотрим интеграл

I =
r∫

0

ϕ
′′(x)ψ(x)dx.

Умножив на ψ(x) и, проинтегрировав в пределах от 0 до r, из (11) при однородных
краевых условиях (5) и (13), получим

I =
1
a

r∫
0

ψ
2(x)dx+

b
a

r∫
0

ψ
′2(x)dx ≥ 0. (18)

А из (17), умножив на ϕ ′′(x) и проинтегрировав в пределах от 0 до r, с учетом
условия (8), приходим к неравенстве

I =−A(0)ϕ ′2(0)
2

− 1
2

r∫
0

A′(x)ϕ ′2(x)dx ≤ 0, (19)

где

A(x) = c
α(x)+β (x)
α(x)−β (x)

.

Из неравенств (18) и (19) следует, что I = 0, которое может иметь место в том и
только в том случае, когда ψ(x) = 0. Тогда из (11) следует, что ϕ ′′(x) = 0 ∀x ∈ [0,r]
и, следовательно, ϕ(x) = C1 +C2x (C1, C2 = const). С учетом однородных условий
(12) заключаем, что ϕ(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0,r]. Тогда в области Ω+ приходим к смешанной
краевой задаче (4), (9) для уравнения Аллера (2), решение которого выписывается в
виде

u(x,y) =
r∫

0

G(x,y;ξ ,0)
[
ϕ(ξ )−bϕ

′′(ξ )
]

dξ , (20)

G(x,y;ξ ,η) =
2
r

∞

∑
n=1

1
1+bµn

e−
aµn

1+bµn (y−η) sin(
√

µnx)sin(
√

µnξ ) , µn =

(
π

2n−1
2r

)2

.

Из представления (20) при ϕ(x) ≡ 0 получаем, что u(x,y) ≡ 0. А в области Ω− из
представления решения задачи Коши (14) при однородных условиях (9), (10) для
уравнения (3) следует, что u(x,y) ≡ 0. Таким образом, показано, что однородная
задача, соответствующая задаче (4) и (5) для уравнения (1), при выполнении условий
теоремы имеет только тривиальное решение u(x,y) ≡ 0 в области Ω, что говорит о
единственности регулярного решения исследуемой задачи.

Далее перейдем к доказательству существования регулярного решения
исследуемой задачи. Из (11) и (16) с учетом условия (7) приходим относительно
функции ψ(x) к следующему дифференциальному уравнению второго порядка с
переменными коэффициентами

ψ
′′(x)+ p(x)ψ ′(x)+q(x)ψ(x) = f (x), 0 < x < r, (21)
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p(x) =
a
bc

α(x)−β (x)
α(x)+β (x)

, q(x) =
a
bc

[
α(x)−β (x)
α(x)+β (x)

]′
, f (x) =−2a

b

[
δ (x)

α(x)+β (x)

]′
.

Путем интегрирования уравнения (21) по x в пределах от 0 до x при p(r) ̸= 1
r приходим

к соответствующему задаче (21), (13) интегральному уравнению вида

ψ(x) =
r∫

0

K(x, t)ψ(t)dt +g(x), (22)

K(x, t) =
{

K1(x, t), 0 < x < t,
K1(x, t)+K2(x, t), t < x < r,

K1(x, t) =
x[p′(t)−q(t)][1− (r− t)p(r)]

rp(r)−1
, K2(x, t) = (x− t)[p′(t)−q(t)]− p(t),

g(x) =
r∫

0

1− (r− t)p(r)
rp(r)−1

x f (t)dt +
x∫

0

(x− t) f (t)dt.

Уравнение (22) представляет собой уравнение Фредгольма второго рода с ядром
K(x, t) ∈ L2([0,r]× [0,r]). Однозначная разрешимость уравнения (22) вытекает из
единственности решения исследуемой задачи.

После того как функция ψ(x) найдена, функцию ϕ(x) легко найти из соотношений
(11) или (16). Тогда решение исследуемой задачи в области Ω+ находится по формуле
(20), а в области Ω− по формуле (14). Условия (6) обеспечивают регулярность
найденного решения.

Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства и
публикации нет.
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