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Введение

Операторы дробного интегро-дифференцирования [1] широко применяются при
исследовании прикладных задач, изучающих математические модели физических и
геофизических процессов во фрактальных средах.

Применение оператора дробного исчисления оказывает влияние на характер
эволюции изучаемых процессов (скорость, ускорение ит. д.) не только в тот же
момент времени, но и в последующие, т. е. в дифференциальных уравнениях.
описывающих процесс с последействием, появляются члены с запаздыванием по
времени y ([2], с. 383). В работе [3] можно увидеть обоснование новой парадигмы
фрактальности, базирующейся на триаде: фракталы, дробные операторы, скайлинг, а
в работе [4] оператору дробного дифференцирования придается вполне конкретный
физический смысл.

В данной работе в области Ω = {(x,y) : 0 < x < l,0 < y < T} рассматривается
уравнение дробной диффузии вида
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Dα
0yu(x,η)−uxx(x,y) = f (x,y), (1)

где Dα
0y – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-

Лиувилля порядка α, определяемый следующим образом ([5], с. 28)

Dα
0tu(η) =


1

Γ(−α)

t∫
0

u(η)

(t−η)α+1 dη , α < 0,

u(t), α = 0,( d
dt

)p
Dα−p

0t u(η), p−1 < α ≤ p, p ∈ N.

Γ(α) – гамма-функция Эйлера, 0 < α < 1.
Уравнение вида (1) были рассмотрены многими авторами, перчислим некоторые

из них. В работе [6] была исследована задача Коши с регуляризованной дробной
производной и эллиптическим оператором с коэффициентами, зависящими от
пространственных переменных. В работе [7] были построены фундаментальные
решения диффузионных и диффузионно-волновых уравнений с производными Капуто
и Римана-Лиувилля с помощью преобразования Лапласса и преобразования Фурье.

Для дробного уравнения диффузии вида (1) решены задача Коши и первая
краевая задача в работах [8] и [9] методом редукции к системе уравнений меньшего
порядка. Затем методом функции Грина построены решения основных краевых
задач в прямоугольной области и решена задача Коши для диффузионно-волнового
уравнения с помощью фундаментального решения.

Автором для уравнения (1) найдено решение нелокальной краевой задачи с
условием Самарского в полуполосе в работе [10], а в [11] решена задача с локальным
смещением. Доказаны теоремы существования и единственности поставленных
задач.

Наиболее полный список работ, посвященных уравнению вида (1) можно найти в
работах [12]-[14].

В представленной работе решается внутреннекраевая задача для уравнения (1) с
интегральными условиями.

2. Постановка задачи и основной результат

Введем понятие регулярного решения.
Решение u = u(x,y) уравнения (1) назовем регулярным в области Ω,

если выполнены условия u(x, t),Dα−1
0y u(x,η) ∈ C(Ω), uxx(x,y),Dα

0yu(x,η) ∈ C(Ω),
удовлетворяющую уравнению (1) во всех точках (x,y) ∈ Ω.

Ставится следующая
Задача. Найти регулярное решение u(x,) уравнения (1) в области Ω,

удовлетворяющее условиям

lim
y→0

Dα−1
0y u(x,η) = τ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2)

u(0,y)+
l∫

0

M(ξ ,y)u(ξ ,y) dξ = ϕ(y), 0 ≤ y ≤ T, (3)
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u(l,y)+
l∫

0

N(ξ ,y)u(ξ ,y) dξ = ψ(y), 0 ≤ y ≤ T, (4)

где τ(x), ϕ(y), ψ(y) – заданные непрерывные функции.
В 1979 году А.М. Нахушевым была предложена задача для уравнения

теплопроводности с внутреннекраевыми условиями вида (3), которое возникает при
численной реализации на ЭВМ задачи Самарского [5].

Большую роль в развитие методов исследования нелокальных краевых и
внутреннекраевых задач с условием (3) сыграли работы В.А. Ильина и Е.И.
Моисеева [15], [16], где была изучена нелокальная краевая задача первого
рода в дифференциальной и разностной трактовках. Нелокальность первого
рода проявляется вследствие того, что в граничном условии задается линейная
комбинация значений искомой функции. Наиболее подробный анализ работ с
условием (3) был проведен в Главе 2 [5].

Основным результатом работы является следующая
Теорема. Пусть y1−αψ(y),y1−αϕ(y) ∈ C[0,T ], τ(x) ∈ C[0, l], y1−α f (x,y) ∈ C(Ω),

f (x,y) удовлетворяет условию Гёльдера по переменной x. Тогда существует
единственное регулярное решение уравнения (1) в области Ω, удовлетворяющее
граничным условиям (2)-(4).

3. Доказательство теоремы

Известно, что решение первой краевой задачи для уравнения (1) с оператором
Капуто, как следует из результатов работы ([13], стр. 99), имеет вид

u(x,y) =

y∫
0

u(0,η)Gξ (x,y,0,η)dη −
y∫

0

u(l,η)Gξ (x,y, l,η)dη+

+

l∫
0

τ(ξ )G(x,y,ξ ,0)dξ −
y∫

0

l∫
0

f (ξ ,η)G(x,y,ξ ,η)dξ dη , (5)

где

G(x,y,ξ ,η) =
(y−η)β−1

2
×

×
∞

∑
n=−∞

[
e1,β

1,β

(
−| x−ξ +2nl

(y−η)β

)
− e1,β

1,β

(
−| x+ξ +2nl

(y−η)β

)]
— функция Грина первой краевой задачи, β = α/2,

e1,µ
1,ρ (z) =

∞

∑
n=0

zn

n!Γ(µ −ρn)

— функция Райта ([13], стр. 23).
Удовлетворим функцию (5) условиям (3) и (4) и после несложных

преобразований, получим
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
u(0,y)+

y∫
0

u(0,η)K1(y,η)dη −
y∫

0
u(l,η)K2(y,η)dη = F1(y),

u(l,y)−
y∫

0
u(l,η)K3(y,η)dη +

y∫
0

u(0,η)K4(y,η)dη = F2(y),
(6)

где

F1(y)=ϕ(y)−
l∫

0

M(ξ ,y)

 l∫
0

τ(ξ1)G(xi,y,ξ1,0)dξ1−
y∫

0

l∫
0

f (ξ1,η)G(xi,y,ξ1,η)dξ1dη

dξ,

F2(y)=ψ(y)−
l∫

0

N(ξ ,y)

 l∫
0

τ(ξ1)G(xi,y,ξ1,0)dξ1−
y∫

0

l∫
0

f (ξ1,η)G(xi,y,ξ1,η)dξ1dη

dξ,

K1(y,η) =

l∫
0

M(ξ ,y)Gξ1
(xi,y,0,η)dξ , K3(y,η) =

l∫
0

N(ξ ,y)Gξ1
(xi,y, l,η)dξ ,

K2(y,η) =

l∫
0

M(ξ ,y)Gξ1
(xi,y, l,η)dξ , K4(y,η) =

l∫
0

N(ξ ,y)Gξ1
(xi,y,0,η)dξ .

Система (6) является системой интегральных уравнений Вольтерра 2-го рода с
ядрами Ki(y), где |Ki(y)| ≤C(y−η)βθ−1.

В силу [17]

|Gξ (x,y,ξ ,η)| ≤C(y−η)βθ−1
∞

∑
n=1

[
1

(|x−ξ |+2nl)θ
+

1
(x+ξ +2nl)θ

]
, (7)

заключаем, что система интегральных уравнений (6) имеет единственное решение,
которое может быть найдено методом последовательных приближений ([18], c. 15).
Теорема доказана.
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In this paper, we consider a nonlocal interior boundary value problem for the fractional
diffusion equation with a fractional differentiation operator in the sense of Riemann-Liouville
with integral conditions. The problem under study is equivalently reduced to a system of
two Volterra integral equations of the second kind. The theorem of existence and uniqueness
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