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Введение

С технической и технологической точек зрения использование языка двоичных
чисел (нулей и единиц), то есть булевой алгебры, удобно для хранения и обработки
числовой, а также символьной информации вычислительными средствами.

Известно, что всякую булеву функцию от n аргументов можно выразить через
конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание, которые составляют так называемый основ-
ной базис с технологической точки зрения [1]-[2]. В целом такой подход означает,
что при наличии устройств, реализующих конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание,
можно составить некую функциональную схему, которая реализует любую заданную
булеву функцию. Такие устройства являются базовыми логическими элементами или
функциональными элементами и, как сказано выше, образуют основной логический
базис.

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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Система компьютерной алгебры (СКА, CAS) Maple в настоящее время является
незаменимым помощником для проведения эвристических экспериментов в демон-
страции (наглядном представлении)[3]-[5], а также построения и анализа логиче-
ских схем из функциональных элементов [6]-[7]. В данной статье с использованием
результатов работ [8]-[11] рассмотрен порядок моделирования функциональных схем
в основном и универсальном базисах, а также описано проведение соответствующих
компьютерных экспериментов. Каждый логический элемент смоделирован нами как
отдельная процедура.

1. Библиотека базовых логических элементов

1.1. Моделирование элементов основного базиса

Элементами для создания цифровых узлов при использовании основного базиса
являются: инвертор, элементы "И"и "ИЛИ".

Воспользуемся СКА Maple для моделирования логических элементов и постро-
ения из них в дальнейшем функциональных схем. Для преобразования функцио-
нальной схемы в выражение используем операторы библиотеки Logic СКА Maple.
При построении моделей основных логических элементов, кроме команд библиотеки
Logic, необходимо использовать общие команды для создания процедур.

1.2. Инвертор

Этот элемент должен обладать следующими функциональными характеристика-
ми:

элемент "НЕ"(инвертор), реализующий отрицание (инверсию), имеет всегда один
вход и один выход; сигнал (true или 1) на выходе появляется, когда на входе нет
сигнала (присутствует значение – false или 0), и не появляется (на входе значение
– false или 0), когда на вход подан сигнал (true или 1).

Таким образом, процедура для инвертора должна возвращать логическое отрица-
ние своего входа.

Ниже представлена процедура математической модели инвертора:
> restart;
> with(Logic); # библиотеки Logic
> элемент_НЕ := proc(a) # начало процедуры
> return &not(a); # выполнение отрицания входного значения
end proc: # завершение процедуры

1.3. Элемент ”И”

Этот элемент должен обладать следующими функциональными характеристика-
ми:

элемент "И"реализует конъюнкцию, имеет не менее двух входов и один выход;
сигнал на выходе (true или 1) появляется тогда и только тогда, когда на все входы
поданы сигналы. Процедура для элемента "И":

> элемент_И := proc(a::seq(anything)) # начало процедуры
if nops([a]) < 2 then
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error "Элемент И должен иметь не менее двух входов.";
end if; # проверка наличия как минимум двух входных значений
&and(op([a])); # выполнение операции конъюнкция для входных значений
end proc: # завершение процедуры

1.4. Элемент ”ИЛИ”

Этот элемент должен обладать следующими функциональными характеристика-
ми:

элемент "ИЛИ"реализует дизъюнкцию, имеет не менее двух входов и один выход;
сигнал (true или 1) появляется на выходе тогда и только тогда, когда сигнал (true
или 1) подан хотя бы на один из входов.

Процедура для элемента "ИЛИ":
> элемент_ИЛИ := proc(a::seq(anything)) # начало процедуры
if nops([a]) < 2 then error "Элемент ИЛИ должен иметь не менее двух входов.";
end if; # проверка наличия как минимум двух входных значений
&or(op([a])); # выполнение операции дизъюнкция для входных значений
end proc: # завершение процедуры
Приведем пример использования разработанных процедур.
Если x, y и z являются входными данными для логического элемента "И необхо-

димо ввести следующее:
>K2:=элемент_И (x,y,z); # моделирование элемента "И"на три входа
На что будет получен ответ от СКА Maple:
K2:=(x &and y)&and z
Если результат от этого логического элемента "И"отправить на инвертор:
> K3:=элемент_НЕ(K2); # моделирование элемента отрицания "НЕ"элемента «И»

на три входа
то получим результат:
K3:=&not((x &and y)&and z)
который затем соединим с логическим элементом "ИЛИ"и одним входом x, полу-

чим:
> элемент_ИЛИ (K3,x); # моделирование элемента "ИЛИ"на два входа, одним из

входов является элемент К3 (И-НЕ)
&not((x &and y)&and z)&or x
Таким образом, предлагаемые три отдельные процедуры позволяют осуществить

построение функциональной схемы в основном базисе, то есть в базисе, состоящем
из элементов "И "ИЛИ "НЕ".

2. Построение функциональной схемы в основном базисе

Рассмотрим процесс моделирования функциональной схемы, представленной на
рисунке 1, с использованием разработанных выше процедур для базовых логических
элементов.

Воспользуемся процедурами для нахождения логического выражения для схемы,
приведенной на рис. 1.

157



ISSN 2079-6641 Оленев А.А., Киричек К.А., Потехина Е. В.

Рис. 1. Схема для исследования в нормальной дизъюнктивной форме

Шаг 1. Схему будем формировать слева направо. Реализуем первоначально два
инвертора с входными параметрами a и c соответственно, присвоим им имена К1 и
К2:

> K11:=элемент_НЕ(a); # моделирование первого элемента "НЕ"
&not(a)
> K12:=элемент_НЕ(c); # моделирование второго элемента "НЕ"
&not(c)
Реализуем элемент "И"на два входа, также находящийся на первой вертикальной

линейке:
>K13:=элемент_И (a,b); # моделирование элемента "И"на два входа
a &and b
Шаг 2. Реализуем функциональный элемент "И"(К21) на три входа и его входны-

ми значениями будут являться выходы элементов К11, К12 и b:
>K13:=элемент_И (a,b); # моделирование элемента "И"на два входа
K13:=(&not(a)&and b)&and &not(c)
Шаг 3. На завершающем этапе реализуем функциональный элемент "ИЛИ"(К3)

на два входа, где входами будут являться выходы соответственно реализованных
элементов К21 и К13:

>K3:=элемент_ИЛИ(K21,K13); # моделирование элемента "ИЛИ"на два входа
Результатом будет логическое выражение:
K3:=((&not(a)&and b)&and &not(c))&or(a &and b)

3. Построение функциональной схемы в универсальных базисах

Известно, что можно произвести построение функциональной схемы простейшего
цифрового устройства, реализующего все возможные булевы функции, с использова-
нием логических элементов лишь одного типа [3], [7]. Это так называемые универ-
сальные базисы, которые носят название базис Штрих Шеффера ("И-НЕ") и Стрелка
Пирса ("ИЛИ-НЕ").
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3.1. Элемент ”И-НЕ"

Этот элемент должен обладать следующими функциональными характеристика-
ми:

элемент "И-НЕ"реализует отрицание конъюнкции, имеет не менее двух входов и
один выход; сигнал на выходе (false или 0) появляется тогда, и только тогда, когда
на все входы поданы сигналы (true или 1).

Процедура для элемента "И-НЕ":
>элемент_И_НЕ := proc(a::seq(anything)) # начало процедуры
if nops([a]) < 2 then
error "Элемент И-НЕ должен иметь не менее двух входов."; # проверка наличия

как минимум двух входных значений
end if; &nand(op([a])); # выполнение операции "И-НЕ"для входных значений
end proc: # конец процедуры
Реализация отрицания:
>K1:=элемент_И_НЕ (x,x);
K1:=x &nand x
Проверим эквивалентность представления, для чего воспользуемся функцией биб-

лиотеки Logic:
>ШШ_Инвертор:=элемент_И_НЕ (x,x); # моделирование элемента "НЕ"в базисе

штрих Шеффера
ШШ_Инвертор:=x &nand x
Equivalent(ШШ_Инвертор,&(x)); # проверка эвивалентности
true
При реализации описания логической схемы в универсальном базисе Штрих

Шеффера необходимо выполнять следующее правила:
1. Представлению подлежит только дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ,

дизъюнкция элементарных конъюнкций).
2. Если элементарная конъюнкция входит в ДНФ как функция одного аргумента,

необходимо взять его инверсию (отрицание).
3. Если дизъюнктивная нормальная форма представлена одной элементарной

конъюнкцией, то необходимо взять её инверсию (отрицание).
Используя вышеприведенные правила, опишем функциональную схему, представ-

ленную на рисунке 1, с использованием универсального базиса Штрих Шеффера.
Шаг 1. Схему будем формировать слева направо. Рассматриваемая функциональ-

ная схема описывается булевой функцией, представленной в дизъюнктивной нор-
мальной форме, то есть к данной схеме могут быть применены выше приведенные
правила. Реализуем первоначально два инвертора с входными параметрами a и c, ис-
пользуя процедуру для построения элемента "И-НЕ"соответственно и присвоим им
имена ШШ1 и ШШ2:

>ШШ_11:=элемент_И_НЕ(a,a); # моделирование первого элемента "НЕ"с исполь-
зованием элементов «И-НЕ»

ШШ_11:=a &nand a
Реализуем элемент И на два входа, также находящийся на первой вертикальной

линейке:
>ШШ_12:=элемент_И_НЕ(c,c); # моделирование второго элемента "НЕ"с исполь-

зованием элементов «И-НЕ»
ШШ_12:=c &nand c

159



ISSN 2079-6641 Оленев А.А., Киричек К.А., Потехина Е. В.

Шаг 2. Реализуем функциональный элемент "И"на три входа путем представления
(замены) на элемент "И-НЕ"(ШШ2) на три входа, его входными значениями будут
являться выходы элементов ШШ_11, ШШ_12 и b:

>ШШ_2:=элемент_И_НЕ (a,b); # моделирование элемента "И"на два входа
ШШ_2:=((a &nand a)&nand b)&nand(c &nand c)
Шаг 3. На завершающем этапе реализуем функциональный элемент "ИЛИ"путем

замены на элемент "И-НЕ"(ШШ3) на два входа, где входами будут являться выходы
соответственно реализованных элементов ШШ _2 и ШШ _13:

>ШШ_3:=элемент_И_НЕ(ШШ_2,ШШ_13); # моделирование элемента «И-НЕ» на
два входа

Таким образом, булево выражение, представленное в универсальном базисе
штрих Шеффера, описывающее функциональную схему, представленную на рисунке
1, будет иметь вид:

ШШ_3:=((a &nand a)&nand b)&nand(c &nand c)&nand(a &nand b)
Сравним его с выражением, полученным ранее:
>Equivalent(ШШ&1,K3); # проверка эквивалентности
true
Из этого следует вывод, что созданные процедуры можно использовать для опи-

сания и анализа функциональных схем представленных с помощью базовых логиче-
ских элементов "И-НЕ".

3.2. Элемент ”ИЛИ-НЕ”

Этот элемент должен обладать следующими функциональными характеристика-
ми:

элемент "ИЛИ-НЕ"реализует отрицание дизъюнкции, имеет не менее двух входов
и один выход; сигнал на выходе (true или 1) появляется тогда, и только тогда, когда
на все входы поданы сигналы (false или 0).

Процедура для элемента "ИЛИ-НЕ":
> элемент_ИЛИ_НЕ := proc(a::seq(anything)) # начало процедуры
if nops([a]) < 2 then
error "Элемент ИЛИ-НЕ должен иметь не менее двух входов.";
end if; # проверка наличия как минимум двух входных значений
&nor(op([a])); # выполнение операции ИЛИ-НЕ для входных значений
end proc: # конец процедуры
Реализация отрицания:
>S1:=элемент_ИЛИ_НЕ(y,y); # моделирование элемента "ИЛИ"на два входа
S_1:=y &nor y
Проверим эквивалентность представления, для чего воспользуемся функцией биб-

лиотеки Logic:
>СП_инвертор:=элемент_ИЛИ_НЕ(y,y); # моделирование элемента "НЕ"с ис-

пользованием элемента «ИЛИ-НЕ»
СП_инвертор:=y &nor y
>Equivalent(СП_инвертор,&not(y)); # проверка эквивалентности
true
При реализации описания логической схемы в универсальном базисе стрелка

Пирса необходимо выполнять следующее правила:
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1. Представлению подлежит только конъюнктивная нормальная форма (КНФ,
конъюнкция элементарных дизъюнкций).

2. Если элементарная дизъюнкция входит в КНФ как функция одного аргумента,
необходимо взять его инверсию (отрицание).

3. Если конъюнктивная нормальная форма представлена одной элементарной
дизъюнкцией, то необходимо взять её инверсию (отрицание).

Используя вышеприведенные правила, опишем функциональную схему, представ-
ленную на рис. 2, с использованием универсального базиса стрелка Пирса.

Рис. 2. Схема для исследования в нормальной конъюнктивной форме

Шаг 1. Схему будем формировать слева направо. Представленная функциональ-
ная схема описывается булевой функцией, представленной в дизъюнктивной нор-
мальной форме, то есть к данной схеме могут быть применены выше приведенные
правила.

Функциональная схема, представленная на рисунке 2, описанная как конъюнк-
тивная нормальная форма будет содержать один инвертор, два базовых логических
элемента "ИЛИ"на два входа и один базовый элемент "И"на два входа. Исходя из
этого, произведем описание инвертора с входным параметром c, используя процеду-
ру для построения элемента "ИЛИ-НЕ"соответственно, и присвоим ему имя СП_12,
входы - x1.

> СП_12:=элемент_ИЛИ_НЕ(x[1],x[1]); # моделирование элемента "НЕ"через эле-
мент "ИЛИ-НЕ"

СП_12:=x1 &nor x1
Реализуем два элемента "ИЛИ"на два входа, путем представления (замены) на

элемент "ИЛИ-НЕ"(СП_11 и СП_2) на 2 входа, и их входными значениями будут
являться для СП_21 - (x1 и x2).

>СП_11:=элемент_ИЛИ_НЕ(x[1],x[2]); # моделирование элемента первого
"ИЛИ"на два входа

СП_11:=x1 &nor x2
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и соответственно для СП_2 – (x3 и СП_12)
>СП_2:=элемент_ИЛИ_НЕ(СП_12,x[3]); # моделирование второго элемента

"ИЛИ"на два входа
СП_11:=(x1 &nor x1)&nor x3

Шаг 2. На завершающем этапе реализуем функциональный элемент И путем
замены на элемент "ИЛИ-НЕ"(СП_3) на два входа, где входами будут являться
выходы соответственно реализованных элементов СП_11 и СП_2:

>СП_3:=элемент_ИЛИ_НЕ(СП_11,СП_2); # моделирование элемента "И"на два
входа

Таким образом, булево выражение, представленное в универсальном базисе
стрелка Пирса, описывающее функциональную схему, представленную на рисунке
2, будет иметь вид:

СП_3:=(x1 &nor x2)&nor((x1 &nor x1)&norx3

Логическое выражение описывающее функциональную схему, представленное на
рисунке 2 будет следующим:

> G:= (x[1] &or x[2]) &and (x[3] &or(&not x[1])); # общее логическое выражение
для рисунка 2 в конънктивной форме

G:=(x1&or x2)&and(x3 &or &not x1)
Сравним его с выражением, полученным при описании схемы, представленной в

универсальном базисе стрелка Пирса:
> Equivalent(СП_3,G); # проверка эвивалентности
true
Из этого следует вывод, что созданные процедуры можно использовать для опи-

сания и анализа функциональных схем представленных с помощью базовых логиче-
ских элементов "ИЛИ-НЕ".

Заключение

Установлено, что СКА Maple можно применять для изучения логических схем,
построенных с использованием разработанной библиотеки функциональных элемен-
тов.

Авторами разработаны три отдельные процедуры, позволяющие осуществить
построение функциональных схем в основном базисе (с помощью элементов
"И "ИЛИ "НЕ"), а также две отдельные процедуры, позволяющие осуществить по-
строение, описание и анализ функциональных схем в универсальном базисе (с по-
мощью элементов "И-НЕ"и "ИЛИ-НЕ").

Это благоприятствует тому, что можно существенно сократить учебные времен-
ные затраты при обучении разделу вузовского курса «Математическая логика и тео-
рия алгоритмов», посвященного применению булевых функций к логическим схемам
из функциональных элементов, уменьшить количество ошибок при проведении экс-
периментов, а также обеспечить наглядность представляемого материала.
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ношении авторства и публикации нет.
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The article discusses the possibilities of using the Logic library of the Maple
computer algebra system in the aspect of computer modeling of logic circuits in
various bases. Basic logic gates are modeled in Maple. On a specific example, an
algorithm for constructing a logical circuit in various bases is presented in detail.
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