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Введение и постановка задачи

Как известно, в работе А.В. Бицадзе показано, что задача Дирихле для уравнения
смешанного типа некорректна [1]. Естественно возникает вопрос: нельзя ли заменить
условия задачи Дирихле другими условиями, охватывающими всю границу, которые
обеспечивают корректность задачи? Впервые такие краевые задачи (нелокальные
краевые задачи) для уравнения смешанного типа были предложены и изучены
в работах Ф.И. Франкля при решении газодинамической задачи об обтекании
профилей потоком дозвуковой скорости со сверхзвуковой зоной, оканчивающейся
прямым скачком уплотнения [2]-[3]. Как близкие по постановке к изучаемым, задача
для уравнения смешанного типа первого рода исследована в ограниченных областях
в работах [4]-[8].

В данной работе с использованием результатов работ [7]-[8] изучаются
однозначная разрешимость и гладкость обобщенного решения одной

Финансирование. Исследование выполнялось без финансовой поддержки фондов.
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полунелокальной краевой задачи для трехмерного уравнения Трикоми в
неограниченной призматической области.

В области
Q = (−1,1)× (0,T )×R=

= Q 1×R= {(x, t,z);x ∈ (−1,1),0 < t < T <+∞,z ∈ R},
рассмотрим уравнение Трикоми:

Lu = xutt−∆u+a(x, t)ut + c(x, t)u = f (x, t,z), (1)

∆u= uxx+uzz — оператор Лапласа. Пусть все коэффициенты уравнения (1) достаточно
гладкие функции в области Q. В дальнейшем для решения поставленных задач
нам необходимо ввести определения нескольких функциональных пространств и
обозначений. Обозначим через

û(x, t,λ ) = (2π)−1/2
+∞∫
−∞

u(x, t,z)e−iλ zdz

преобразование Фурье по переменной z функции u(x, t,z), а через

u(x, t,z) = (2π)−1/2
+∞∫
−∞

û(x, t,λ )eiλ zdλ

— обратное преобразование Фурье. Теперь с помощью преобразования Фурье
определим пространство W l,s

2 (Q) с нормой

‖u‖2
W l,s

2 (Q)
= (2π)−1/2 ·

+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)s · ‖û(x, t,λ )‖2
W l

2(Q1)
dλ , (A)

где s, l — любые конечные положительные целые числа, а норма в пространстве
Соболева W l

2(Q1), (при l = 0,W 0
2 (Q1) = L2(Q1) ) определяется следующим образом

‖ϑ‖2
l
= ‖ϑ‖2

W l
2(Q1)

= ∑
|α|≤l

∫
Q1

|Dα
ϑ |2 dxdt,

α — мультииндекс, Dα — обобщeнная производная по переменным x и t. Очевидно,
что пространство W l,s

2 (Q) с нормой (А) является гильбертовым пространством [9]-
[11].

Полунелокальная краевая задача

Найти обобщённое решение u(x, t,z) уравнения (1) из пространства W 2,3
2 (Q),

удовлетворяющее следующим краевым условиям

γDp
t u|t=0 = Dp

t u|t=T , (2)

u|x=−1 = u|x=1 = 0 (3)

9
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при p = 0,1, где D p
t u = ∂ pu

∂ t p , D 0
t u = u, γ — некоторое постоянное число, отличное от

нуля, величина которого будет уточнена ниже.
Определение 1. Обобщенным решением задачи (1)-(3) будем называть функцию

u(x, t,z)∈W 2,3
2 (Q), удовлетворяющую уравнению (1) с условиями (2), (3) почти всюду.

Теорема 1. (Основной результат) Пусть выполнены следующее условия
для коэффициентов уравнения (1); 2a(x, t) + µx > δ1 > 0, µ c(x, t) − ct(x, t) >
δ2 > 0 , для всех (x, t) ∈ Q1, где µ = 2

T ln |γ| > 0 при |γ | > 1, a(x,0) =

a(x,T ), c(x,0) = c(x,T ). Тогда для любой функции f ∈ W 1,3
2 (Q), такой, что γ ·

f (x,0,z) = f (x,T,z),существует единственное обобщенное решение задачи (1)-(3)
из пространства W 2,3

2 (Q).

Доказательство. Доказательство теоремы проведем по следующей схеме:
1. Для задачи (1)-(3) формально по переменным z применим преобразование Фурье
и в области Q 1 получим новую задачу (4)-(6).
2. Изучим методами "ε-регуляризации" априорных оценок и Галеркина однозначную
разрешимость полунелокальной краевой задачи для уравнения третьего порядка с
малым параметром (вспомогательная задача).
3. Затем с помощью этой вспомогательной задачи докажем однозначную
разрешимость задачи (4)-(6).
4. Используя однозначную разрешимость задачи (4)-(6), дадим обоснование
сходимости интегралов Фурье и докажем разрешимость задачи (1)-(3).
Приступим к реализации этой схемы.

Применяя для задачи (1)-(3) преобразование Фурье по переменным z получим в
области Q1 = (−1,1)× (0,T ) следующую задачу

Lû = xûtt− ûxx +a(x, t) ût +
(
c(x, t)+λ

2 ) û = f̂ (x, t,λ ), (4)

γDp
t û|t=0 = Dp

t û|t=T ; p = 0,1, (5)

û|x=−1 = û|x=1 = 0, (6)

где, λ ∈ R= (−∞,∞),

f̂ (x, t,λ ) = (2π)−1/2
+∞∫
−∞

f (x, t,z)e−iλ zdz

— преобразование Фурье по переменной z, функции f (x, t,z).

Однозначная разрешимость и гладкость решения задачи (4)-(6) изучена в работах
[7],[8]. Коротко приведем эти результаты. �

Единственность решения задачи (4)-(6)

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия для коэффициентов
уравнения (4); 2a(x, t)+µ x > δ1 > 0, µ c(x, t)−ct(x, t)> δ2 > 0, для всех (x, t)∈Q1, где
µ = 2

T ln |γ|> 0 при |γ |> 1, c (x,0)≤ c(x,T ) для всех x∈ [−1,1] . Тогда, если для любой
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функции f̂ (x, t,λ ) ∈ L2(Q1) существует решение задачи (4)-(6) из пространства
W 2

2 (Q1), то оно единственно.
Доказательство. Докажем единственность решения задачи (4)-(6) с помощью

метода интеграла энергии. Пусть существует решение задачи (4)-(6) из W 2
2 (Q1).

Рассмотрим тождество
2(Lû,e−µt ût)0 = 2( f̂ ,e−µt ût)0, (7)

где µ = const > 0.
В силу условий теоремы 2, интегрируя по частям тождество (7), легко получить

следующее неравенство

2
∫

Q1

Lû · e−µt · ûtdxdt ≥
∫

Q1

e−µt{(2a+µx)) · û2
t +µ û2

x +µ λ 2û2+

+(µ c− ct) · û2} dxdt ≥ δ0
∫

Q1

e−µt{û2
t + û2

x + û2}dxdt,
(8)

где, δ0 = min{δ1,µ,δ2 +µλ 2 ≥ δ2 > 0}.
В левой части неравенства (8), используя неравенство Коши с σ[12], получим

необходимую первую оценку

‖û‖2
W 1

2 (Q1)
≤ c1

∥∥ f̂
∥∥2

L2(Q1)
, (9)

из которой следует единственность решения задачи (4)-(6) из W 2
2 (Q1), в дальнейшем

через ci — обозначим положительные, вообще говоря, разные постоянные числа,
отличные от нуля. Теорема 2 доказана. �

Уравнение третьего порядка с малым параметром

Разрешимость задачи (4)-(6) докажем методом "ε-регуляризации" , а именно в
области Q1 = Ω× (0,T ) рассмотрим семейство уравнений третьего порядка с малым
параметром

Lε ûε =−ε
∂ 3ûε

∂ t3 +Lûε = f̂ (x, t,λ ) (10)

и с полунелокальными краевыми условиями

γDq
t ûε |t=0 = Dq

t ûε |t=T ;q = 0,1,2, (11)

ûε |x=−1 = ûε |x=1 = 0, (12)

где ε — малое положительное число, Dq
z w = ∂ qw

∂ zq , q = 1,2; D0
zw = w.

Ниже используем системы уравнений третьего порядка с малым параметром
(10) в качестве "ε -регуляризирующего" уравнения для уравнения Трикоми (4).
[7],[8],[13],[14]. Определим пространство функции

W (Q1) = { ûε | ; ûε ∈W 2
2 (Q1), ûεttt ∈ L2(Q1)},

удовлетворяющие соответствующим условиям (11),(12) с конечной нормой

‖|ûε |‖2
W = ε ‖ûεttt‖2

0 +‖ûε‖2
2 . (B)
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Очевидно, что пространство W (Q1) с нормой (В) является гильбертовым
пространством [12].

Определение 2. Обобшенным решением задачи (11), (12) будем называть функцию
{ûε(x, t,λ )} ∈W (Q1), удовлетворяющую уравнению (10) с условыями (11), (12) почти
всюду.

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия для коэффициентов
уравнения (10), кроме того, пусть 2a(x, t)+ µx > δ1 > 0, µc(x, t)− ct(x, t) > δ2 > 0
для всех (x, t) ∈ Q1, где µ = 2

T ln |γ|> 0 при |γ |> 1, a(x,0) = a(x,T ), c(x,0) = c(x,T ).
Тогда для любой функции f̂ (x, t,λ ) ∈W 1

2 (Q1), такой, что γ · f̂ (x,0,λ ) = f̂ (x,T,λ ),
существует единственное обобщенное решение задачи (10)-(12) из пространства
W (Q1) и для нее справедливы следующие оценки
III). ε ‖ûεtt‖2

0 +‖ûε‖2
1 ≤ c1

∥∥ f̂
∥∥2

0 ,

IV). ε ‖ûεttt‖2
0 +‖ûε‖2

2 ≤ c2
∥∥ f̂
∥∥2

1 .

Доказательство. Доказательство теоремы 3 осуществляется поэтапно, с
использованием метода Галеркина и соответствующих априорных оценок [7],[8]
Сначала докажем III)−третью оценку. Рассмотрим тождество:

−2
∫

Q1

e−µt ·Lε ûε · ûεt d xd t = −2
∫

Q1

e−µt · f̂ · ûεt d xd t . (13)

Интегрируя по частям тождество (13) и учитывая условие теоремы 3,
нетрудно получить III)-третью априорную оценку, аналогичную оценке (9), откуда
следует единственность обобщенного решения задачи (10)-(12). Теперь докажем
справедливость IV )−четвертой оценки. Для этого рассмотрим тождество:

−2
∫

Q1

e−µt ·Lε ûε ·Pûε d xd t = −2
∫

Q1

e−µt · f̂ ·Pûε d xd t, (14)

где Pûε = (ûεttt−µ ûεtt +
µ

2 ûεxx−µ ûεt).
Интегрируя по частям (14), с учетом условий теоремы 3 и краевых условий (11),

(12), получим необходимую оценку:

ε ‖ ûεttt ‖2
0 +‖ûε‖2

2 ≤ c2
∥∥ f̂
∥∥2

1 . (15)

Из доказанных оценок методом Галеркина, получим однозначную разрешимость
задачи (10)-(12) из пространства W (Q1). Теорема 3 доказана. �

Перейдем к доказательству разрешимости задачи (4)-(6).
Теорема 4. Пусть выполнены все условия теоремы 2,3. Тогда обобщенное

решение задачи (4)-(6) существует и оно единственно в W 2
2 (Q1).

Доказательство. Единственность решения задачи (4)-(6) в пространстве W 2
2 (Q1)

доказана в теореме 2. Теперь докажем существование решения задачи (4)-(6) в
W (Q1). Для этого рассмотрим в области Q1 уравнение (10) и краевые условия
(11), (12) при ε > 0. Так как выполнены все условия теоремы 3, то существует
единственное обобщенное решение задачи (10)-(12) в W (Q1), при ε > 0 и для
нее справедливы третья и четвертая оценки. Отсюда следует, по известной
теореме о компактности [12], что из множества функций { ûε(x, t,λ )} ,ε > 0,
можно извлечь слабо сходящуюся подпоследовательность функций, такую, что

12
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{ ûεi(x, t,λ )} → û(x, t,λ ) при εi → 0 в W (Q1). Покажем, что предельная функция
û(x, t,λ ) удовлетворяет уравнению Lû = f̂ (4) почти всюду в W 2

2 (Q1). В самом
деле, так как подпоследовательность { ûεi(x, t,λ )} слабо сходится в W (Q1), а
подпоследовательность {√εiûεittt(x, t,λ )} равномерно ограничена в L2(Q1) и оператор
L линейный, то имеем

Lû− f̂ = Lû−Lûεi + εi
∂ 3ûεi

∂ t3 = L(û− ûεi )+ εi
∂ 3ûεi

∂ t3 . (16)

Из равенства (16), переходя к пределу при εi→ 0, получим единственное обобщенное
решение задачи (4)-(6) из пространства Соболева W 2

2 (Q1) [7],[8],[13].Таким образом,
Теорема 4 доказана. �

Существование решения задачи (1)-(3)

Теперь перейдем к доказательству теоремы 1 об однозначной разрешимости
обобщенного решения задачи (1)-(3) из пространства W 2,3

2 (Q). Для доказательства
теоремы 1 необходима следуюшая лемма.

Лемма. Пусть выполнены условия теоремы 1-4. Тогда для решения задачи (1)-
(3) справедливы следующие оценки:

I). ‖u‖2
W 1,3

2 (Q)
≤ c1 ‖ f‖2

W 0,3
2 (Q)

II). ‖u‖2
W 2,3

2 (Q)
≤ c2 ‖ f‖2

W 1,3
2 (Q)

.

Доказательство.
В теореме 2 для решения задачи (4)-(6) доказана справедливость оценки (9), то есть
следующее

‖û‖2
W 1

2 (Q1)
≤ c1

∥∥ f̂
∥∥2

L2(Q1)
.

Чтобы доказать, что uzz ∈ L2(Q), нам необходимо умножить неравенства () на
(2π)−1/2 · (1+ |λ |2)3 и интегрировать по λ от −∞ до +∞, тогда получим

‖u‖2
W 1,3

2 (Q)
= (2π)−1/2 ·

+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)3 · ‖û‖2
W 1

2 (Q1)
dλ ≤

≤ (2π)−1/2 · c1 ·
+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)3 ·
∥∥ f̂
∥∥2

L2(Q1)
dλ = c1 ‖ f‖2

W 0,3
2 (Q)

.

(17)

Точно так же, используя условия теорем 3,4 с предельным переходом при ε →
0, в четвертой оценке, нетрудно получить для решения задачи (4)-(6) выполнение
следующией оценки

‖û‖2
W 2

2 (Q1)
≤ c2

∥∥ f̂
∥∥2

W 1
2 (Q1)

(18)

Умножая неравенство (18) на (2π)−1/2 · (1+ |λ |2)3 и интегрируя по λ от −∞ до +∞,
получим

‖u‖2
W 2,3

2 (Q)
= (2π)−1/2 ·

+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)3 · ‖û‖2
W 2

2 (Q1)
dλ

13
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≤ (2π)−1/2 · c2 ·
+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)3 ·
∥∥ f̂
∥∥2

W 1
2 (Q1)

dλ = c2 ‖ f‖2
W 1,3

2 (Q)
. (19)

Лемма доказана. �
Доказательство. Доказательство теоремы 1. Из первой априорной оценки

(17) леммы следует единственность обобщенного решения задачи (1)-(3), а из
справедливости второй оценки (19) леммы следует существование обобщенного
решения задачи (1)-(3) из пространства W 2,3

2 (Q). Теорема 1 доказана. �

Гладкость обобщенного решения задачи (1)-(3)

Теперь обратимся к исследованию гладкости обобщенного решения задачи (1)-
(3) в пространствах W m+2,s

2 (Q), где m,s — целые конечные числа такие, что m ≥ 0,
s≥ 3.
Ниже для простоты предположим, что коэффициенты уравнения (1) достаточно
дифференцируемые функции в замкнутой области Q1.

Теорема 5. Пусть выполнены все условия теоремы 1, кроме того, пусть

D q
t a |t=0 = D q

t a |t=T , D q
t c |t=0 = D q

t c |t=T .

Тогда для любой функции f ∈W m+1,s
2 (Q), такой, что γ ·D q

t f |t=0 = D q
t f |t=T

(q = 0,1,2,3, ...,m), существует, и причем единственное, обобщенное решение
задачи (1)-(3) из пространства W m+2,s

2 (Q), где s,m− любые целые конечные
положительные числа,такие,что s≥ m+2+[3

2 ], m = 0,1,2,3, ....
Доказательство. Отметим, что в работах [7]-[8] для уравнения смешанного

типа первого рода второго порядка (4) исследована гладкость обобщенного решения
нелокальной краевой задачи (4)-(5) в пространствах Соболева W m+2

2 (Q1) и доказаны
соответствующие оценки

‖û‖2
W m+2

2 (Q1)
≤ cm+1

∥∥ f̂
∥∥2

W m+1
2 (Q1)

(m = 0,1,2,3,4, ...). (20)

Чтобы доказать, что Ds
zu ∈ L2(Q),где s≥ m+2+[3

2 ], m = 0,1,2,3, ..., и пременить
теорему вложения Соболева, нам необходимо умножить неравенство (20) на
(2π)−1/2 · (1+ |λ |2)s и интегрировать по λ от −∞ до +∞, тогда получим

‖u‖2
W m+2,s

2 (Q)
= (2π)−1/2 ·

+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)s · ‖û‖2
W m+2

2 (Q1)
dλ ≤

≤ (2π)−1/2 · cm+1 ·
+∞∫
−∞

(1+ |λ |2)s ·
∥∥ f̂
∥∥2

W m+1
2 (Q1)

dλ = cm+1 ‖ f‖2
W m+1,s

2 (Q)

Отсюда получим существование единственного обобщенного решения задачи (1)-(3)
из пространства W m+2,s

2 (Q).
Теорема 5 доказана. �
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