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В работе рассмотрена нелокальная задача с интегральным условием для нагруженного
уравнения теплопроводности, где нагруженное слагаемое представляет собой
производную второго порядка от неизвестной функции в начале координат. Доказано
существование и единственность регулярного решения. С помощью функции Грина
и тепловых потенциалов доказано существование регулярного решения исследуемой
задачи. Доказательство основано на редукции поставленной задачи к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода со слабой особенностью. Из разрешимости
полученных интегральных уравнений Вольтерра следует существование единственного
решения поставленной задачи.
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Постановка задачи

В настоящее время существенно возрос интерес к изучению краевых задач
для нагруженных уравнений. В монографии [9] даются понятия и подробная
классификация нагруженных уравнений и их приложения к прогнозу уровня
грунтовых вод и почвенной влаги.

В работе [4] исследуются вопросы начально-краевых и спектральных задач
для нагруженных дифференциальных операторов математической физики, когда
нагруженные слагаемые не являются слабым возмущением дифференциальной
части оператора. В работе [2], подобные задачи рассмотрены для уравнения

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Министерства инновационного
развития РУз, грант ОТ–Ф4–(36+32).
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параболического типа с нагрузкой дробного порядка, а для других классов уравнений
в работах [1, 6, 12, 13]. Отметим, работы [7, 8], где исследованы нелинейные
нагруженные уравнения и связанные с ним обратные задачи.

В настоящей работе изучается нелокальная задача с интегральным условием для
нагруженного уравнения теплопроводности в ограниченной области, где нагруженное
слагаемое представляет собой производную второго порядка от неизвестной функции
в начале координат.

В области D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим нагруженное уравнение
теплопроводности

∂u
∂ t
− ∂ 2u

∂x2 = f (x, t)− ∂ 2u(x, t)
∂x2

∣∣∣∣
x=0

, (1)

где f (x, t) — заданная функция.
Нелокальная задача с интегральным условием для уравнения (1) ставится

следующим образом:
Задача 1. Найти регулярное в области D решение u(x, t) из класса C(D) с

непрерывной вплоть до x = 0 и 0 ≤ t ≤ T производной второго порядка по x,
удовлетворяющее начальному

u(x,0) = ϕ(x), 0≤ x≤ l, (2)

граничному
ux(0, t) = ψ1(t), 0≤ t ≤ T, (3)

и интегральным условиям

l∫
0

u(x, t)dx =
t∫

0

h(t,τ)u(l,τ)dτ +ψ2(t), 0≤ t ≤ T, (4)

где ϕ(x), ψ1(t), ψ2(t), h(t,τ) — заданные, непрерывные на [0, l] и [0,T ]
соответственно функции, удовлетворяющие условиям согласования:

ϕ
′
(0) = ψ1(0);

l∫
0

ϕ(x)dx = ψ2(0).

Через Ck,l(D) обозначен класс функций u(x, t), непрерывных вместе со своими
частными производными порядка ∂ m+nu(x, t)/∂xm∂ tn для всех m = 0,k, n = 0, l; C0,0(D)
обозначим через C(D).

Определение. Под регулярным в области D решением уравнения (1) называется
действительная функция u(x, t), из класса C2,1(D)∩C1,0(D), удовлетворяющая ему в
обычном смысле.

Сведение задачи 1 к интегральному уравнению относительно uxx(0, t)

Сложность задачи 1 состоит в том, что в обе части граничного условия (4)
входит неизвестное решение u(x, t). Поэтому обозначим u(l, t) через µ(t) и решим
следующую задачу:
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Задача 2. Найти решение u(x, t) уравнение (5), удовлетворяющее условиям (2),
(3) и

u(l, t) = µ(t), 0≤ t ≤ T. (5)

Затем определим функцию µ(t) из условия (4).
Будем решать задачу 2 в следующих предположениях: ϕ(x) непрерывна и

интегрируема на [0, l], ψ1(t) непрерывна на [0,T ] и предположим, что функция µ(t)
непрерывна и интегрируема на [0,T ] и µ(0) = 0.

Функция Грина задачи 2 задается формулой (см. например [3])

G(x, t : ξ ,τ) =
+∞

∑
−∞

(−1)n[U(x−ξ +2nl, t− τ)+U(x+ξ +2nl, t− τ)] (6)

где U(x, t;ξ ,τ) – фундаментальное решение уравнения теплопроводности,

U(x, t;ξ ,τ) =


1

2
√

π(t− τ
exp
[
−(x−ξ )2

4(t− τ)

]
, t > τ,

0, t ≤ τ.

Доказательство абсолютной и равномерной сходимости ряда (6) за исключением
члена при n= 0 и рядов, полученных из него почленным дифференцированием любое
число раз по x и t приведено в работе [11].

В силу свойства функции Грина G(x, t;ξ ,τ) легко заметить, что решение задачи
2 в области D можно записать в виде

u(x, t) =
l∫

0

ϕ(ξ )G(x, t;ξ ,0)dξ −
t∫

0

µ(τ)Gξ (x, .t; l,τ)dτ+

+

t∫
0

ψ1(τ)G(x, .t;0,τ)dτ +

t∫
0

l∫
0

G(x, .t;ξ ,τ)[ f (ξ ,τ)−uxx(0,τ)]dξ dτ. (7)

В равенство (7) входит неизвестная функция uxx(0, t).
Введя обозначения

K(x, t,τ) =
l∫

0

G(x, t;ξ ,τ)dξ ; (8)

g(x, t) =
t∫

0

dτ

l∫
0

G(x, .t;ξ ,τ) f (ξ ,τ)dξ +

l∫
0

ϕ(ξ )G(x, t;ξ ,0)dξ+

+

t∫
0

ψ1(τ)Gξ (x, .t;0,τ)dτ−
t∫

0

µ(τ)G(x, .t; l,τ)dτ. (9)

то, из (3) получим интегро-дифференциальное уравнение

u(x, t) =−
t∫

0

K(x, t,τ)uxx(0,τ)dτ +g(x, t). (10)

49



ISSN 2079-6641 Сагдуллаева М.М.

Полученное уравнение будем решать методом сведение к интегральному
уравнению относительно uxx(0, t). В дальнейщем, необходимо знать
дифференциальные свойства ядра K(x, t,τ) и свободного члена g(x, t) в окрестности
точки x = 0.

1. Сначала исследуем дифференциальные свойства ядра K(x, t,τ).
Имеет место следующее утверждение:
Лемма 1. При t > τ и ядро K(x, t,τ)∈C2

x (D) и при x= 0 имеет место неравенство∣∣∣∣∂ 2K(x, t,τ)
∂x2

∣∣∣∣
x=0

∣∣∣∣≤M.

Доказательство. Дифференцируя равенство (9) под знаком интеграла, имеем

∂K
∂x

=−
l∫

0

∂G(x, t;ξ ,τ)

∂ξ
dξ =−G(x, t; l,τ)+G(x, t;0,τ).

Учитывая свойства функции Грина, получим

∂K
∂x

=
+∞

∑
−∞

(−1)n+1[U(x+(2n+1)l, t− τ)+U(x+(2n−1)l, t− τ)].

Отсюда еще раз дифференцируя по x, находим

∂ 2K
∂x2 =

+∞

∑
−∞

(−1)n+1
[

x+(2n+1)l
2(t− τ)

U(x+(2n+1)l, t− τ)−

−x+(2n−1)l
2(t− τ)

U(x+(2n−1)l, t− τ)

]
.

В последнем равенстве полагая x = 0 получим

∂ 2K
∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
1

2
√

π(t− τ)

+∞

∑
−∞

(−1)n+1 (2n+1)l
2(t− τ)

exp
{
− [(2n+1)l]2

4(t− τ)

}
. (11)

Общий член ряда (11) представим в виде

(2n+1)l

4
√

π(t− τ)3
exp
{
− [(2n+1)l]2

4(t− τ)

}
=

=
[(2n+1)l]3

4
√

π(
√

t− τ)3 exp
{
− [(2n+1)l]2

8(t− τ)

}
· 1
[(2n+1)l]2

exp
{
− [(2n+1)l]2

8(t− τ)

}
Используя, известное неравенство [5, 10]

X γe−X < Me−qX

где X > 0, γ ≥ 0, M > 0, 0 < q < 1,

0 <

{
(2n+1)l
2(t− τ)

}3

exp
{
−1

2

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]2}
≤M0,
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получим оценку для общего члена ряда (11)∣∣∣∣(2n+1)l
2(t− τ)

U((2n+1)l, t− τ)

∣∣∣∣< 2M0√
π[(2n+1)l]2

exp
{
− [(2n+1)l]2

8(t− τ)

}
.

Так как (2n+1)l 6= 0 при ∀n ∈ N, то нетрудно убедится, что знакочередующийся
ряд в правой части (11) сходится абсолютно и равномерно, т. е.∣∣∣∣∂ 2K(x, t,τ)

∂x2

∣∣∣∣
x=0
≤M.

�
2. Теперь исследуем свободный член равенства (10). Функция g(x, t) определенная

равенством (10) состоит из суммы тепловых потенциалов [5, 10].
Лемма 2. Если f (x, t) ∈ C(D), ϕ(x) ∈ C(0, l), ψ1(t) ∈ C(0,+∞), µ(t) ∈ C1(0,+∞) и

µ(0) = 0, то функция g(x, t) ∈C2
x (D) и имеет место∣∣∣∣∂ 2g(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

∣∣∣∣≤M.

Доказательство. Для краткости доказательства, рассмотрим последное
слагаемое

g4(x, t) =
t∫

0

µ(τ)G(x, t; l,τ)dτ

При x 6= 0 и t 6= τ, ядро G(x, t; l,τ) ∈ C2,1
x,t (D). Дифференцируя два раза по x под

знака интеграла имеем

∂ 2g4(x, t)
∂x2 =

t∫
0

µ(τ)
∂ 2G(x, t; l,τ)

∂x2 dτ =−
t∫

0

µ(τ)
∂G(x, t; l,τ)

∂τ
dτ.

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая свойства фунции Грина и µ(0) = 0,
получим

∂ 2g4(x, t)
∂x2 =

t∫
0

µ
′
(τ)G(x, t; l,τ)dτ. (12)

В равенстве (12) правая часть является потенциалом простого слоя с ядром
функции Грина G(x, t; l,τ). При x = 0, правая часть (12) непрерывная и ограниченная
функция при 0 < t < T :

∂ 2g4(0, t)
∂x2 =

t∫
0

µ
′
(τ)G(0, t; l,τ)dτ.

где

G(0, t; l,τ) =
1

2
√

π(t− τ)

+∞

∑
−∞

(−1)n exp
{
− [(2n+1)l]2

4(t− τ)

}
.

�
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Далее, находим нагруженное слагаемое uxx(0, t).
Из доказанных утверждений следует, что равенство (8), можно

дифференцировать по x дважды, затем полагая x = 0, получим

uxx(0, t) =
t∫

0

Kxx(0, t,τ)uxx(0,τ)dτ +gxx(0, t). (13)

Ядро и правая часть интегрального уравнения (13) являются непрерывными и
ограниченными функциями.

Обращая равенство (13) как интегральное уравнение Вольтерра второго рода
относительно uxx(0, t), будем иметь

uxx(0, t) =
t∫

0

µ(τ)

[
∂G(0, t; l,τ)

∂τ
+

t∫
τ

R(t,s)
∂G(0,τ; l,s)

∂τ
ds
]

dτ+

+gxx(0, t)+
t∫

0

R(t,τ)gxx(0,τ)dτ, . (14)

здесь R(t,τ) – резольвента ядра Kxx(0, t,τ), а g0(t) = gxx(0, t).
Подставляя значение uxx(0, t) из (14) в формулу (7), после некоторых

преобразований получим

u(x, t) =
t∫

0

µ(τ)Gξ (x, t; l,τ)dτ−
t∫

0

k(x, t,τ)µ(τ)dτ +g5(x, t), (15)

где

k(x, t,τ) =
t∫

τ

K(x, t,s)k1(τ,s)ds;

здесь

k1(t,τ) =
∂G(0, t; l,τ)

∂τ
+

t∫
τ

R(t,s)
∂G(0,τ; l,s)

∂τ
ds;

g5(x, t) – известная функция.

Разрешимость нелокальной задачи 1

Интегрируя (15) по x от 0 до l будем имеет

l∫
0

u(x, t)dx =
t∫

0

µ(τ)

( l∫
0

Gξ (x, .t; l,τ)dx
)

dτ−

−
t∫

0

( l∫
0

k(x, t,τ)dx
)

µ(τ)dτ +

l∫
0

g5(x, t)dx, (16)
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Заметим, что

l∫
0

dx
t∫

0

µ(τ)Gξ (x, t; l,τ)dτ =− 1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

+

t∫
0

G(0, t; l,τ)µ(τ)dτ.

Тогда формула (16) примет вид

l∫
0

u(x, t)dx =− 1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

+

t∫
0

µ(τ)G(0, .t; l,τ)dτ−

−
t∫

0

( l∫
0

k(x, t,τ)dx
)

µ(τ)dτ +

l∫
0

g5(x, t)dx. (17)

В формуле (15) положим x= l и умножим обе части на h(t,τ), полученное при этом
выражение проинтегрируем по τ в пределах от 0 до t и после ряда преобразований,
имеем

t∫
0

h(t,τ)u(l,τ)dτ =

t∫
0

µ(τ)

{ t∫
τ

h(t,s)[Gξ (l,s; l.τ)− k(l, t,τ)]ds
}

dτ+

+

t∫
0

h(t,τ)g5(l,τ)dτ. (18)

Согласно условию (4), из равенств (17) и (18) для определения функции µ(t)
получим следующее соотношение

− 1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

+

t∫
0

k2(t,τ)µ(τ)dτ = g6(t), (19)

здесь

k2(t,τ) = G(0, t; l,τ)+
l∫

0

k(x, t,τ)dx+

t∫
τ

h(τ,s)[Gξ (l,s; l,τ)+ k(l,s,τ)]ds;

g6(t) = ψ2(t)−
l∫

0

g5(x, t)dx+
t∫

o

h(t,τ)g5(l,τ)dτ.

Последное равенство перепишем в виде

1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

= g6(t)−
t∫

0

k2(t,τ)µ(τ)dτ = g7(t), (20)

В силу условия согласования имеем, что g7(0) = 0.
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Обращая уравнение (20), как интегральное уравнение Абеля, получим

µ(t) =
1

2
√

π

t∫
0

k2(t,τ)µ(τ)dτ +
1

2
√

π

t∫
0

g
′
7(τ)√
t− τ

dτ, (21)

здесь

k2(t,τ) =
k1(τ,τ)√

t− τ
+

t∫
τ

1√
t− s

∂k1(τ,s)
∂τ

ds.

В силу свойств функции Грина, легко показать [5], что

|k2(t,τ)| ≤
c√

t− τ
;c = const > 0.

Уравнение (21) является интегральным уравнением Вольтерра второго
рода, существование единственного решения которого можно найти методом
последовательных приближений. Найденное значение µ(t) подставляя в формулу
(15), получим регулярное решение нелокальной задачи 1.

Резюмируя полученные выше результатов, можно сформулировать следующую
теорему:

Теорема. Если заданные функции удовлетворяют условия f (x, t)∈C(D), ϕ(x)∈
C(0, l), ψ1(t) ∈C(0,+∞), µ(t) ∈C1(0,+∞) и µ(0) = 0, кроме того выполнены условия
согласования

ϕ
′
(0) = ψ1(0);

l∫
0

ϕ(x)dx = ψ2(0).

Тогда существует единственное решение нелокальной задачи 1.
Таким образом, разрешимость нелокальной задачи (1)–(4) доказана.
Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства и

публикации нет.
Авторский вклад и ответсвенность. Автор участвовал в написании статьи и

полностью несет ответственность за предоставление окончательной версии статьи в
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In this paper, we consider a non-local problem with the integral condition for the loaded heat
equation, where the loaded term is a derivative of the second order from an unknown function
at the origin. The existence and uniqueness of a regular solution is proven. Using the
Green’s functions and thermal potentials, the existence of a regular solution to this problem
is proved. The proof is based on the reduction of the formulated problem to the second kind
Volterra integral equation with a weak singularity. The solvability of the obtained Volterra
integral equations implies the existence of a unique solution to the problem.
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