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Постановка задачи

В области G =
{

x = (x1,x2,x3) : xi ∈ Gi = (x0
i , x1

i ), i = 1, 2, 3
}
рассмотрим уравнение

(ln1n2n3u)(x)≡ Dn1
x1 Dn2

x2 Dn3
x3 u(x)+ ∑

i1+i2+i3<n1+n2+n3
0≤ik≤nk; k=1,2,3

ai1i2i3Di1
x1Di2

x2Di3
x3u(x) =

= ϕn1n2n3(x)
(1)

с условиями

(li100u)(x2,x3)≡ Di1
x1

u(x0
1,x2,x3) = ϕi100(x2,x3),

(x2, x3) ∈ G2×G3, i1 = 0,n1−1,
(2)

(ln1i20u)(x1,x3)≡ Dn1
x1

Di2
x2

u(x1,x0
2,x3) = ϕn1i20(x1,x3),

(x1, x3) ∈ G1×G3, i2 = 0,n2−1,
(3)

Финансирование. Работа выполнялась без финансовой поддержки
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(ln1n2i3u)(x1,x2)≡
x1

3∫
x0

3

αi3(x3)Dn1
x1

Dn2
x2

Di3
x3

u(x1,x2,x3)dx3 = ϕn1n2i3(x1,x2),

(x1, x2) ∈ G1×G2, i3 = 0,n3−1.

(4)

Здесь u(x) = u(x1,x2,x3) — искомая функция, Dk
s =

∂ k

∂ sk — оператор обобщенного
дифференцирования в смысле С.Л. Соболева, ni, i = 1, 2, 3, — натуральные числа,
ai1i2i3(x), ik = 0,nk, k = 1, 2, 3, — измеримые на G функции, удовлетворяющие
условиям: ai1i2i3(x) ∈ Lp(G), ik = 0,nk−1, k = 1, 2, 3 и существуют функции
a0

n1i2i3(x2,x3) ∈ Lp(G2 × G3), a0
i1n2i3(x1,x3) ∈ Lp(G1 × G3), a0

i1i2n3
(x1,x2) ∈ Lp(G1 × G2),

a0
n1n2i3(x3) ∈ Lp(G3), a0

n1i2n3
(x2) ∈ Lp(G2), a0

i1n2n3
(x1) ∈ Lp(G1), ik = 0,nk−1, k = 1, 2, 3

такие что, выполнены условия

|an1i2i3(x)| ≤ a0
n1i2i3(x2,x3), |ai1n2i3(x)| ≤ a0

i1n2i3(x1,x3),

|ai1i2n3(x)| ≤ a0
i1i2n3

(x1,x2), |an1n2i3(x)| ≤ a0
n1n2i3(x3),

|an1i2n3(x)| ≤ a0
n1i2n3

(x2), |ai1n2n3(x)| ≤ a0
i1n2n3

(x1), ik = 0,nk−1, k = 1, 2, 3

почти всюду на G; αi3(x3) ∈ L(G3), ϕi100(x2,x3) ∈ W (n2,n3)
p (G2 ×G3), ϕn1i20(x1,x3) ∈

W (0,n3)
p (G1 ×G3), ϕn1n2i3(x1,x2) ∈ Lp(G1 ×G2), ik = 0,nk−1, k = 1, 2, 3, — заданные

функции.
Ставится задача: найти решение задачи (1)-(4) в пространстве С.Л. Соболева

W (n1,n2,n3)
p (G) =

{
u ∈ Lp(G)|Di1

x1
Di2

x2
Di3

x3
u ∈ Lp(G), ik = 0,nk, k = 1, 2, 3

}
с доминирующей смешанной производной Dn1

x1 Dn2
x2 Dn3

x3 u и нормой

‖u‖
W

(n1,n2,n3)
p (G)

=
nk

∑
ik=0

k=1,2,3

∥∥Di1
x1

Di2
x2

Di3
x3

u
∥∥

Lp(G)
.

Отметим, что в последнее время значительно возрос интерес к уравнениям
вида (1), в связи их появлением при изучении вопросов фильтрации жидкости в
трещиноватых средах, влагопереноса в почвогрунтах, передачи тепла в гетерогенных
средах, моделировании различных биологических процессов и явлений, продольного
колебания в тонком упругом стержне с учетом эффектов поперечной инерции,
распространения волн в диспергирующих средах, а также в теории оптимальных
процессов и обратных задач и т.д. (см. например, [1]-[4]).

Уравнение (1) относится к числу нестрого гиперболических уравнений для
которых плоскости xi = const, i = 1, 2, 3 являются, соответственно, ni, i = 1, 2, 3,-
кратными, действительными характеристиками. Это уравнение в некотором смысле
можно рассматривать также как псевдопараболическое уравнение высокого порядка
[5].

Уравнение (1) и его частные случаи с достаточно гладкими коэффициентами
изучена в [6]-[16] при локальных и нелокальных краевых условиях.

В предлагаемой работе доказано существование единственного решения задачи
(1)-(4) с коэффициентами из Lp.
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Сведение задачи (1)-(4) к интегральному уравнению

Используя операторно-матричные обозначения задачу (1)-(4) запишем в
следующем виде

lu = ϕ, (5)

где оператор l = (ln1n2n3, li100, i1 = 0,n1−1, ln1i20, i2 = 0,n2−1, ln1n2i3, i3 = 0,n3−1)
действует из W (n1,n2,n3)

p (G) в H(n1,n2,n3)
p (G), а ϕ = (ϕn1n2n3(x1,x2,x3), ϕi100(x2,x3), i1 =

0,n1−1, ϕn1i20(x1,x3), i2 = 0,n2−1, ϕn1n2i3(x1,x2), i3 = 0,n3−1) ∈ H(n1,n2,n3)
p ,

H(n1,n2,n3)
p = Lp(G)×

n1−1
∏

i1=0
W (n2,n3)

p (G2×G3)×
n2−1
∏

i2=0
W (0,n3)

p (G1×G3)×
n3−1
∏

i3=0
Lp(G1×G2).

Норму в пространстве H(n1,n2,n3)
p определим естественным образом при помощи

равенства

‖ϕ‖
H

(n1,n2,n3)
p

= ‖ϕn1n2n3‖Lp(G)+
n1−1
∑

i1=0
‖ϕi100‖W (n2,n3)

p (G2×G3)
+

+
n2−1
∑

i2=0
‖ϕn1i20‖W (0,n3)

p (G1×G3)
+

n3−1
∑

i3=0
‖ϕn1n2i3‖Lp(G1×G2)

.

При наложенных условиях на коэффициенты задачи (1)-(4), оператор l :
W (n1,n2,n3)

p (G)→ H(n1,n2,n3)
p линеен и ограничен.

Исследование задачи (1)-(4) проводится на основе специального интегрального
представления функции u ∈W (n1,n2,n3)

p (G) [13]:

u(x)= (Qb)(x)=
n1−1

∑
i1=0

(x1− x0
1)

i1

i1!
bi100(x2,x3)+

n2−1

∑
i2=0

(x2− x0
2)

i2

i2!

x1∫
x0

1

(x1− τ1)
n1−1

(n1−1)!
bn1i20(τ1,x3)dτ1

+
n3−1

∑
i3=0

(x3− x0
3)

i3

i3!

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

(x1− τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2− τ2)

n2−1

(n2−1)!
bn1n2i3(τ1,τ2)dτ2dτ1

+

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x3∫
x0

3

(x1− τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2− τ2)

n2−1

(n2−1)!
(x3− τ3)

n3−1

(n3−1)!
bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)dτ3dτ2dτ1, (6)

с помощью элемента b=
(
bn1n2n3(x),bi100(x2,x3), i1 = 0,n1−1, bn1i20(x1,x3), i2 = 0,n2−1,

bn1n2i3(x1,x2), i3 = 0,n3−1
)
∈ H(n1,n2,n3)

p .

Из формулы (6) следует, что любая функция u ∈ W (n1,n2,n3)
p (G) имеет следы

Di1
x1u(x0

1, x2, x3), i1 = 0,n1−1, Dn1
x1 Di2

x2u(x1,x0
2,x3), i2 = 0,n2−1, Dn1

x1 Dn2
x2 Di3

x3u(x1,x2,x0
3), i3 =

0,n3−1 и операции взятия этих следов непрерывны из W (n1,n2,n3)
p (G) в W (n2,n3)

p (G1×
G3), W (0,n3)

p (G1 ×G3), Lp(G1 ×G2), соответственно. Для этих следов справедливы
также равенства:

Di1
x1

u(x0
1,x2,x3) = bi100(x2,x3), i1 = 0,n1−1, Dn1

x1
Di2

x2
u(x1,x0

2,x3) = bn1i20(x1,x3), i2 = 0,n2−1,

Dn1
x1

Dn2
x2

Di3
x3

u(x1,x2,x0
3) = bn1n2i3(x1,x2), i3 = 0,n3−1, Dn1

x1
Dn2

x2
Dn3

x3
u(x) = bn1n2n3(x).
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Легко показать, что существуют положительные постоянные C1 и C2 такие, что
для любой b ∈ H(n1,n2,n3)

p

C1‖b‖H
(n1,n2,n3)
p

≤ ‖Qb‖
W

(n1,n2,n3)
p

≤C2‖b‖H
(n1,n2,n3)
p

.

Из этих неравенств следует, что оператор Q осуществляет изоморфизм между
пространствами H(n1,n2,n3)

p и W (n1,n2,n3)
p (G). Поэтому пространства W (n1,n2,n3)

p (G) и

H(n1,n2,n3)
p можно отождествить в смысле изоморфизма.
Выберем элемент b=

(
bn1n2n3(x),bi100(x2,x3), i1 = 0,n1−1, bn1i20(x1,x3), i2 = 0,n2−1,

bn1n2i3(x1,x2), i3 = 0,n3−1
)
∈ H(n1,n2,n3)

p таким образом, чтобы соответствующая
функция u(x) получаемая представлением (6) удовлетворяла условиям (2), (3), (4).
Для этого подставим выражение (6) в условия (2), (3), (4). Тогда имеем

(li100Qb)(x2,x3)≡ bi100(x2,x3) = ϕi100(x2,x3), (x2,x3) ∈ G2×G3, i1 = 0,n1−1, (7)

(ln1i20Qb)(x1,x3)≡ bn1i20(x1,x3) = ϕn1i20(x1,x3), (x1,x3) ∈ G1×G3, i2 = 0,n2−1, (8)

(ln1n2i3Qb)(x1,x2)≡
x1

3∫
x0

3

αi3(x3)

[
n3−1

∑
k3=i3

(x3− x0
3)

k3−i3

(k3− i3)!
bn1n2k3(x1,x2)+

+
x3∫
x0

3

(x3−τ3)
n3−i3−1

(n3−i3−1)! bn1n2n3(x1,x2,τ3)dτ3

dx3 = ϕn1n2i3(x1,x2), (x1,x2) ∈ G1×G2,

i3 = 0,n3−1.

(9)

Введя обозначения

p =



x1
3∫

x0
3

α0(x3)dx3 0 . . . 0

x1
3∫

x0
3

α0(x3)(x3− x0
3)dx3

x1
3∫

x0
3

α1(x3)dx3 . . . 0

· · · · · · · · · · · ·
x1

3∫
x0

3

α0(x3)
(x3−x0

3)
n3−1

(n3−1)! dx3

x1
3∫

x0
3

α1(x3)
(x3−x0

3)
n3−2

(n3−2)! dx3 . . .
x1

3∫
x0

3

αn3−1(x3)dx3


,

Φn1n2i3(x1,x2)≡ ϕn1n2i3(x1,x2)−
x1

3∫
x0

3

(
x1

3∫
x3

αi3(τ3)
(τ3−x3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! dτ3

)
×

bn1n2n3(x1,x2,x3)dx3, i3 = 0,n3−1,

(10)

систему (9) линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных
bn1n20(x1,x2), bn1n21(x1,x2), ...,bn1n2n3−1(x1,x2), запишем в виде векторного уравнения

(bn1n20(x1,x2),bn1n21(x1,x2), ...,bn1n2n3−1(x1,x2))p =
= (Φn1n20(x1,x2),Φn1n21(x1,x2), ...,Φn1n2n3−1(x1,x2)).

(11)
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Ясно, что при αi3 =
x1

3∫
x0

3

αi3(x3)dx3 6= 0, i3 = 0,n3−1, треугольная матрица p обратима.

Обратную к p матрицу обозначим через

p−1 =


p00 p01 . . . p0n3−1
p10 p11 . . . p1n3−1
. . . . . . . . . . . .

pn3−10 pn3−11 . . . pn3−1 n3−1

 .

Тогда из (11) получим

bn1n2i3(x1,x2) = Φn1n20(x1,x2)p0i3 +Φn1n21(x1,x2)p1i3 + ...

+Φn1n2n3−1(x1,x2)pn3−1 i3 =
n3−1
∑

k3=0
Φn1n2k3(x1,x2)pk3i3, i3 = 0,n3−1. (12)

Учитывая (7), (8), (10), (12) в (6), представление функции u(x) можем записать в
виде

u(x) =
n1−1

∑
i1=0

(x1− x0
1)

i1

i1!
ϕi100(x2,x3)+

n2−1

∑
i2=0

(x2− x0
2)

i2

i2!

x1∫
x0

1

(x1− τ1)
n1−1

(n1−1)!
ϕn1i20(τ1,x3)dτ1+

+
n3−1

∑
i3=0

n3−1

∑
k3=0

(x3− x0
3)

i3

i3!
pk3i3

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

(x1− τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2− τ2)

n2−1

(n2−1)!
ϕn1n2k3(τ1,τ2)dτ2dτ1−

−
n3−1
∑

i3=0

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

i3

i3! pk3i3

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x1
3∫

x0
3

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2−τ2)

n2−1

(n2−1)!

x1
3∫

x0
3

αk3(τ3)
(τ3−x3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! dτ3


×bn1n2n3(τ1,τ2,x3)dx3dτ2dτ1 +

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x3∫
x0

3

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2−τ2)

n2−1

(n2−1)!
(x3−τ3)

n3−1

(n3−1)!

×bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)dτ3dτ2dτ1.

(13)

Таким образом, доказана

Теорема 1. Если αi3 6= 0, i3 = 0,n3−1, то любая функция u ∈ W (n1,n2,n3)
p (G)

удовлетворяющее условиям (2)-(4) представима в виде (13).
Используя полученный результат, решение задачи (1)-(4) будем искать в виде

(13), где bn1n2n3 ∈ Lp(G)− неизвестная функция. Потребуем от функции (13) того, что
она была решением уравнения (1). Для этого функцию (13) запишем в виде

u(x) = q(x)+ ū(x), (14)

где

q(x) =
n1−1
∑

i1=0

(x1−x0
1)

i
1

i1! ϕi100(x2,x3)+
n2−1
∑

i2=0

(x2−x0
2)

i2

i2!

x1∫
x0

1

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)! ϕn1i20(τ1,x3)dτ1+

+
n3−1
∑

i3=0

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

i3

i3! pk3i3

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2−τ2)

n2−1

(n2−1)! ϕn1n2k3(τ1,τ2)dτ2dτ1,

(15)
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ū(x) =−
n3−1
∑

i3=0

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

i3

i3! pk3i3

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x1
3∫

x0
3

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2−τ2)

n2−1

(n2−1)! ×

×

x1
3∫

x0
3

αk3(τ3)
(τ3−x3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! dτ3

bn1n2n3(τ1,τ2,x3)dx3dτ2dτ1+

+
x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x3∫
x0

3

(x1−τ1)
n1−1

(n1−1)!
(x2−τ2)

n2−1

(n2−1)!
(x3−τ3)

n3−1

(n3−1)! bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)dτ3dτ2dτ1.

(16)

Тогда учитывая функцию (14) в уравнение (1), для функций ū(x) получается
уравнение

(ln1n2n3 ū)(x) = ψ(x), x ∈ G, (17)

где
ψ(x) = ϕn1n2n3(x)− (ln1n2n3q)(x). (18)

Учитывая (16), уравнение (17) запишем в виде

(ln1n2n3 ū)(x) = (Abn1n2n3)(x)≡ bn1n2n3(x)+
x1

1∫
x0

1

K1(τ1,x)bn1n2n3(τ1,x2,x3)dτ1+

+
x1

2∫
x0

2

K2(τ2,x)bn1n2n3(x1,τ2,x3)dτ2 +
x1

3∫
x0

3

K3(τ3,x)bn1n2n3(x1,x2,τ3)dτ3+

+
x1

1∫
x0

1

x1
2∫

x0
2

K12(τ1,τ2,x)bn1n2n3(τ1,τ2,x3)dτ2dτ1 +
x1

1∫
x0

1

x1
3∫

x0
3

K13(τ1,τ3,x)bn1n2n3(τ1,x2,τ3)dτ3dτ1+

+
x1

2∫
x0

2

x1
3∫

x0
3

K23(τ2,τ3,x)bn1n2n3(x1,τ2,τ3)dτ3dτ2 +
x1

1∫
x0

1

x1
2∫

x0
2

x1
3∫

x0
3

K123(τ,x)bn1n2n3(τ)dτ = ψ(x), x ∈ G,

(19)
где

K1(τ1,x) =
n1−1

∑
i1=0

ai1n2n3(x)θ(x1− τ1)
(x1− τ1)

n1−i1−1

(n1− i1−1)!
,

K2(τ2,x) =
n2−1

∑
i2=0

an1i2n3(x)θ(x2− τ2)
(x2− τ2)

n2−i2−1

(n2− i2−1)!
,

K3(τ3,x) =
n3−1
∑

i3=0
an1n2i3(x)×

×

[
θ(x3− τ3)

(x3−τ3)
n3−i3−1

(n3−i3−1)! −
n3−1
∑

l3=i3

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

l3−i3

(l3−i3)!
pk3l3

x1
3∫

τ3

αk3(s3)
(s3−τ3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! ds3

]
,

K12(τ1,τ2,x) =
n1−1

∑
i1=0

n2−1

∑
i2=0

ai1i2n3(x)θ(x1− τ1)θ(x2− τ2)
(x1− τ1)

n1−i1−1

(n1− i1−1)!
(x2− τ2)

n2−i2−1

(n2− i2−1)!

K13(τ1,τ3,x) =
n1−1
∑

i1=0

n3−1
∑

i3=0
ai1n2i3(x)

[
θ(x1− τ1)θ(x3− τ3)

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!
(x3−τ3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! −

−
n3−1
∑

l3=i3

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

l3−i3

(l3−i3)!
pk3l3θ(x1− τ1)

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!

x1
3∫

τ3

αk3(s3)
(s3−τ3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! ds3

]
,
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K23(τ2,τ3,x) =
n2−1
∑

i2=0

n3−1
∑

i3=0
an1i2i3(x)

[
θ(x2− τ2)θ(x3− τ3)

(x2−τ2)
n2−i2−1

(n2−i2−1)!
(x3−τ3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! −

−
n3−1
∑

l3=i3

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

l3−i3

(l3−i3)!
pk3l3θ(x2− τ2)

(x2−τ2)
n2−i2−1

(n2−i2−1)!

x1
3∫

τ3

αk3(s3)
(s3−τ3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! ds3

]
,

K123(τ,x) =
n1−1
∑

i1=0

n2−1
∑

i2=0

n3−1
∑

i3=0
ai1i2i3(x)

[
θ(x1− τ1)θ(x2− τ2)θ(x3− τ3)

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!
(x2−τ2)

n2−i2−1

(n2−i2−1)! ×

× (x3−τ3)
n3−i3−1

(n3−i3−1)! −
n3−1
∑

l3=i3

n3−1
∑

k3=0

(x3−x0
3)

l3−i3

(l3−i3)!
pk3l3θ(x1− τ1)θ(x2− τ2)

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!
(x2−τ2)

n2−i2−1

(n2−i2−1)! ×

×
x1

3∫
τ3

αk3(s3)
(s3−τ3)

n3−k3−1

(n3−k3−1)! ds3

]
,

θ(x− s) =
{

1, x≥ s,
0, x < s.

Этим доказана следующая теорема.
Теорема 2. Для того, чтобы оператор l = (ln1n2n3, li100, i1 = 0,n1−1, ln1i20, i2 =

0,n2−1, ln1n2i3, i3 = 0,n3−1) задачи (1)-(4) осуществлял гомеоморфизм между
пространствами W (n1,n2,n3)

p (G) и H(n1,n2,n3)
p , необходимо и достаточно, чтобы

интегральное уравнение (19) имело единственное решение bn1n2n3 ∈ Lp(G) для
любою ψ ∈ Lp(G).

Эта теорема, в частности, показывает, что если оператор A интегрального
уравнения (19) имеет ограниченный обратный A−1, определенный на Lp(G), то
задача (1)-(4) для любого ϕ = (ϕn1n2n3(x), ϕi100(x2,x3), i1 = 0,n1−1, ϕn1i20(x1,x3), i2 =

0,n2−1, ϕn1n2i3(x1,x2), i3 = 0,n3−1) ∈ H(n1,n2,n3)
p имеет единственное решение u ∈

W (n1,n2,n3)
p (G) и для некоторого постоянного M > 0 имеет место неравенство

‖u‖
W

(n1,n2,n3)
p (G)

≤M ‖ϕ‖
H

(n1,n2,n3)
p

.

Существование и единственность решения задачи (1)-(4)

Для доказательства существования единственного решения задачи (1)-(4) сначала
исследуем разрешимость уравнения (19). Запишем это уравнение в виде

(Abn1n2n3)(x)≡ (I +A1 +A2)bn1n2n3(x) = ψ(x), (20)

где I — единичный оператор и

(A1bn1n2n3)(x) =
n1−1

∑
i1=0

ai1n2n3(x)

x1∫
x0

1

(x1− τ1)
n1−i1−1

(n1− i1−1)!
bn1n2n3(τ1,x2,x3)dτ1+

+
n2−1

∑
i2=0

an1i2n3(x)

x2∫
x0

2

(x2− τ2)
n2−i2−1

(n2− i2−1)!
bn1n2n3(x1,τ2,x3)dτ2+
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+
n3−1

∑
i3=0

an1n2i3(x)

x3∫
x0

3

(x3− τ3)
n3−i3−1

(n3− i3−1)!
bn1n2n3(x1,x2,τ3)dτ3+

+
n1−1

∑
i1=0

n2−1

∑
i2=0

ai1i2n3(x)

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

(x1− τ1)
n1−i1−1

(n1− i1−1)!
(x2− τ2)

n2−i2−1

(n2− i2−1)!
bn1n2n3(τ1,τ2,x3)dτ2dτ1+

+
n1−1

∑
i1=0

n3−1

∑
i3=0

ai1n2i3(x)

x1∫
x0

1

x3∫
x0

3

(x1− τ1)
n1−i1−1

(n1− i1−1)!
(x3− τ3)

n3−i3−1

(n3− i3−1)!
bn1n2n3(τ1,x2,τ3)dτ3dτ1+

+
n2−1
∑

i2=0

n3−1
∑

i3=0
an1i2i3(x)

x2∫
x0

2

x3∫
x0

3

(x2−τ2)
n2−i2−1

(n2−i2−1)!
(x3−τ3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! bn1n2n3(x1,τ2,τ3)dτ3dτ2+

+
n1−1
∑

i1=0

n2−1
∑

i2=0

n3−1
∑

i3=0
ai1i2i3(x)

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

x3∫
x0

3

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!
(x2−τ2)

n2−i2−1

(n2−i2−1)!
(x3−τ3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)dτ3dτ2dτ1,

(21)

(A2bn1n2n3)(x) =−
n3−1

∑
i3=0

n3−1

∑
l3=i3

n3−1

∑
k3=0

(x3− x0
3)

l3−i3

(l3− i3)!
pk3l3

x1
3∫

x0
3

[an1n2i3(x)bn1n2n3(x1,x2,τ3)

+
n1−1

∑
i1=0

ai1n2i3(x)

x1∫
x0

1

(x1− τ1)
n1−i1−1

(n1− i1−1)!
bn1n2n3(τ1,x2,τ3)dτ1 +

n2−1

∑
i2=0

an1i2i3(x)

x2∫
x0

2

(x2− τ2)
n2−i2−1

(n2− i2−1)!

×bn1n2n3(x1,τ2,τ3)dτ2 +
n1−1
∑

i1=0

n2−1
∑

i2=0
ai1i2i3(x)

x1∫
x0

1

x2∫
x0

2

(x1−τ1)
n1−i1−1

(n1−i1−1)!
(x2−τ2)

n2−i2−1

(n2−i2−1)!

×bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)dτ2dτ1]
x1

3∫
τ3

αk3(s3)
(s3−τ3)

n3−i3−1

(n3−i3−1)! ds3dτ3.

(22)

Оператор A1, действующий в пространстве Lp(G) линеен, ограничен и является
трехмерным вольтерровым интегральным оператором. Поэтому, оператор (I + A1)
имеет ограниченный обратный оператор B = (I+A1)

−1, действующий в пространстве
Lp(G). Тогда разрешимость уравнения (20) сводится к исследованию разрешимости
уравнения

bn1n2n3 +BA2bn1n2n3 = Bψ. (23)

Оценим норму ‖A2‖ оператора A2 : Lp(G)→ Lp(G). Очевидно, что

|(A2bn1n2n3)(x)| ≤
n3−1

∑
i3=0

n3−1

∑
l3=i3

n3−1

∑
k3=0

(x1
3− x0

3)
l3−i3

(l3− i3)!
|pk3l3|

×
x1

3∫
x0

3

[|an1n2i3(x)|bn1n2n3(x1,x2,τ3)|+
n1−1

∑
i1=0
|ai1n2i3(x)|

x1
1∫

x0
1

(x1
1− τ1)

n1−i1−1

(n1− i1−1)!
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×|bn1n2n3(τ1,x2,τ3)|dτ1 +
n2−1

∑
i2=0
|an1i2i3(x)|

x1
2∫

x0
2

(x1
2− τ2)

n2−i2−1

(n2− i2−1)!
|bn1n2n3(x1,τ2,τ3)|dτ2

+
n1−1

∑
i1=0

n2−1

∑
i2=0
|ai1i2i3(x)|

x1
1∫

x0
1

x1
2∫

x0
2

(x1
1− τ1)

n1−i1−1

(n1− i1−1)!
(x1

2− τ2)
n2−i2−1

(n2− i2−1)!

×|bn1n2n3(τ1,τ2,τ3)|dτ2dτ1]

x1
3∫

τ3

|αk3(s3)|
(x1

3− τ3)
n3−k3−1

(n3− k3−1)!
ds3dτ3. (24)

В силу неравенств Гельдера и Минковского для любого bn1n2n3 ∈ Lp(G), из (24)
имеем

‖A2bn1n2n3‖Lp(G) ≤C‖bn1n2n3‖Lp(G) , (25)

где

C =
n3−1

∑
i3=0

n3−1

∑
l3=i3

n3−1

∑
k3=0
‖αk3‖L(G3)

|pk3l3|
(n3− k3−1)!

(x1
3− x0

3)
n3+l3−k3−i3− 1

p

(l3− i3)!((n3− k3−1)q+1)1/q

×

(
‖a0

n1n2i3‖Lp(G3)+
n1−1

∑
i1=0
‖a0

i1n2i3‖Lp(G1×G3)
(x1

1− x0
1)

n1−i1− 1
p

(n1− i1−1)!((n1− i1−1)q+1)1/q

+
n2−1

∑
i2=0
‖a0

n1i2i3‖Lp(G2×G3)
(x1

2− x0
2)

n2−i2− 1
p

(n2− i2−1)!((n2− i2−1)q+1)1/q!
+

n1−1

∑
i1=0

n2−1

∑
i2=0
‖a0

i1i2i3‖Lp(G)

×
(x1

1− x0
1)

n1−i1− 1
p

(n1− i1−1)!((n1− i1−1)q+1)1/q

(x1
2− x0

2)
n2−i2− 1

p

(n2− i2−1)!((n2− i2−1)q+1)1/q

)
. (26)

Следовательно, ‖A2‖ ≤C. Тогда для оператора BA2 имеем

‖BA2bn1n2n3‖ ≤C‖B‖‖bn1n2n3‖ .

Поэтому, если
c1 = ‖B‖C < 1,

то уравнение (23) для любого ψ ∈ Lp(G) имеет единственное решение bn1n2n3 ∈ Lp(G).
Очевидно, что при c1 < 1 решение bn1n2n3 ∈ Lp(G) уравнение (23) удовлетворяет

также условию

‖bn1n2n3‖Lp(G) ≤
1

1− c1
‖B‖‖ψ‖Lp(G) . (27)

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 3. Если αi3 6= 0, i3 = 0,n3−1 и c1 < 1, то уравнение (20) для любой

функции ψ ∈ Lp(G) имеет единственное решение bn1n2n3 ∈ Lp(G) и для этого
решения справедлива оценка (27).

На основе доказанных Теорем 2, 3 получаем, что имеет место
Теорема 4. Если αi3 6= 0, i3 = 0,n3−1 и c1 < 1, то задача (1)-(4) для любого

ϕ = (ϕn1n2n3(x), ϕi100(x2,x3), i1 = 0,n1−1, ϕn1i20(x1,x3), i2 = 0,n2−1, ϕn1n2i3(x1,x2), i3 =
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0,n3−1) ∈ H(n1,n2,n3)
p имеет единственное решение u ∈W (n1,n2,n3)

p (G) и для этого
решения справедлива оценка

‖u‖
W

(n1,n2,n3)
p (G)

≤M ‖ϕ‖
H

(n1,n2,n3)
p

, M = const > 0.
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