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1. Введение

Эта работа посвещена изучению разрешимости следующей задачи для нелиней-
ного уравнения перидинамики

∂ 2u
∂ t2 = ∆

[∫
Rn

β (x− y)(u(y, t)+g(u,y, t))dy
]
, x ∈ Rn, t > 0, (1.1)

u(x,0) = φ(x), ut(x,0) = ψ(x), x ∈ Rn, (1.2)

где g нелинейная функция аргументов u, x, t , β (x− y),φ(x),ψ(x) – заданные функ-
ции.

Уравнение (1.1) описывает перидинамическую модель движения в среде с нели-
нейными и нелокальными эластичными свойствами свойствами [1], [2], [3]. Коррект-
ность задачи (1.1)-(1.2) непосредственно зависит от ядра, учавствующего в уравне-
нии. Однако, стоит отметить, что проблема выбора приближенной функции ядра
остается открытой.

Финансирование. Исследование выполнено при финансовой поддержке Фонда ин-
новационного развития Республики Узбекистан (проект № ОТ-Ф-4-(36+32), № ОТ-
Ф-4-(88))
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Одномерный случай задачи (1.1)-(1.2) рассмотрен в [4], где наложены сильные
условия на преобразование Фурье ядра уравнения.

Далее мы будем использовать преобразование Фурье как в [5] и пространство
Hs = Hs(Rn) будет означать пространство Соболева L2 в Rn со следующей нормой

‖u‖2
s =

∫
Rn

(1+ |ξ |2)s|û(ξ )|2 dξ .

Напомним, что норма ‖u‖ в L2 определяется следующим образом

‖u‖2 = ‖u‖2
L2(Rn) =

∫
Rn

|û(ξ , t)|2 dξ .

Сформулируем основной результат
Теорема 1.1. Существует T > 0 такое, что задача (1.1)-(1.2) разрешима един-

ственным образом в классе C2([0,T ],L2(Rn)) при φ(x),ψ(x)∈ L2(Rn), функци g(u,x, t)
удовлетворяет условию Липшеца в Rn, g(0,x, t) = 0 и преобразование Фурье ядра
β удовлетворяет неравенсту

β̂ (ξ ) =
ω2(ξ )

|ξ |2
,

где ω(ξ ) ≥ 0 ограниченная функция.

2. Преобразование уравнения (1.1)

Для начала преобразуем задачу (1.1)-(1.2). Мы сведем ее к интегральному урав-
нению Вольтерра второго рода. Введем обозначения

G(x, t) = g(u(x, t),x, t)

и
Ĝ(ξ , t) = (2π)−n/2

∫
Rn

g(u(x, t),x, t)e−ixξ dx.

Тогда уравнение (1.1) можно записать в виде

∂ 2û
∂ t2 = − |ξ |2β̂ (ξ )

[
û(ξ , t)+ Ĝ(ξ , t)

]
. (2.1)

Отсюда
∂ 2û
∂ t2 + |ξ |2β̂ (ξ )û(ξ , t) = − |ξ |2β̂ (ξ )Ĝ(ξ , t).

В силу условий наложенных на β решение уравнения (2.1) имеет вид

û(ξ ) = φ̂(ξ )cosω(ξ )t +
ψ̂(ξ )

ω(ξ )
sinω(ξ )t + ω(ξ )

t∫
0

Ĝ(ξ ,τ)sinω(ξ )(t− τ)dτ. (2.2)
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Теперь обозначим

B[û](ξ , t) = Ĝ(ξ , t) = (2π)−n/2
∫
Rn

g(u(x, t),x, t)e−ixξ dx, (2.3)

здесь

u(x) = (2π)−n/2
∫
Rn

û(ξ , t)eixξ dξ .

Учитывая (2.3), мы можем переписать (2.2) в виде

û(ξ , t) = ω(ξ )

t∫
0

sinω(ξ )(t− τ)B[û](ξ ,τ)dτ + Φ(ξ , t),

где

Φ(ξ , t) = φ̂(ξ )cosω(ξ )t +
ψ̂(ξ )

ω(ξ )
sinω(ξ )t.

Введем еще одно обозначение

A[û](ξ , t) = ω(ξ )

t∫
0

sinω(ξ )(t− τ)B[û](ξ ,τ)dτ. (2.4)

Итак, м свели нашу задачу к уравнению

û = A[û] + Φ. (2.5)

3. Исследование операторного уравнения

В этой части мы исследуем операторы B и A определенные (2.3) и (2.4) соответ-
ственно.

Лемма 3.1. Пусть g ∈ Lip(Rn). Тогда

‖B[û]−B[v̂]‖ ≤ L‖û− v̂‖.

Доказательство.
Так как g(u,x, t) Липшецева в Rn

|g(u,x, t)−g(v,x, t)| ≤ L|u− v|.

Согласно теореме Парсеваля, мы получим

‖B[û]−B[v̂]‖2 =
∫
Rn

∣∣g(u(x),x, t)−g(v(x),x, t)
∣∣2 ≤
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≤ L2
∫
Rn

∣∣u(x)− v(x)
∣∣2 dx = L2

∫
Rn

∣∣û(ξ )− v̂(ξ )
∣∣2 dξ .

�
Следствие 3.1. Пусть в условиях Леммы 2.1 функция g(u,x, t) удовлетворяет усло-

вию g(0) = 0. Тогда

‖B[û]‖ ≤ L‖û‖.

Действительно, подставив v̂ = 0, получим сформулированное утверждение.

Определим для z : [0,T ]→ B

‖z‖t = sup
0≤s≤t

‖z(s)‖.

Лемма 3.2. Пусть g ∈ Lip(Rn) и ω(ξ ) ограниченная функция |ω(ξ )| ≤ C. Тогда

‖A[û]−A[v̂]‖2
t ≤

L2C4t3

3

t∫
0

‖û− v̂‖2 dτ. (2.6)

Доказательство.
Согласно (2.4) мы можем написать

A[û](ξ , t)−A[v̂](ξ , t) = ω(ξ )

t∫
0

sinω(ξ )(t− τ) [B[û](ξ ,τ)−B[v̂](ξ ,τ)]dτ.

Далее

|A[û](ξ , t)−A[v̂](ξ , t)| ≤ C2
t∫

0

(t− τ) |B[û](ξ ,τ)−B[v̂](ξ ,τ)| dτ.

Из этого следует, что

|A[û](ξ , t)−A[v̂](ξ , t)|2 ≤ C4(ξ )
t3

3

t∫
0

|B[û](ξ ,τ)−B[v̂](ξ ,τ)|2 dτ.

В итоге, имеем

‖A[û](t)−A[v̂](t)‖2 ≤ C4t3

3

t∫
0

‖B[û](τ)−B[v̂](τ)‖2 dτ.

Теперь учитывая лемму 3.1 , мы получим оценку (2.6).
�

Теперь исследуем уравнение
z = Az+Φ.
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Лемма 3.3. Следующая оценка имеет место

‖Am[z](·, t)−Am[w](·, t)‖2 ≤ C4L2mt4m−1

3m 4m−1(m−1)!

t∫
0

‖z(·,τ)−w(·,τ)‖2 dτ.

Доказательство.Мы используем метод математической индукции. Согласно лем-
ме 3.2, находим

‖Am+1[z]−Am+1[w]‖2
t ≤

C4L2t3

3

t∫
0

‖Am[z](·,τ)−Am[w](·,τ)‖2 dτ ≤

≤ C4L2t3

3

t∫
0

L2mτ4m−1

3m 4m−1(m−1)!
dτ

τ∫
0

‖z(·,s)−w(·,s)‖2 ds ≤

≤ C4L2m+2t4m+3

3m+1 4m(m)!

t∫
0

‖z(·,s)−w(·,s)‖2 ds .

�

Следствие 3.2. Для любого T > 0 существует m ∈ N такое, что отображение
Am : C([0,T ]→ L2(Rn))→C([0,T ]→ L2(Rn)) является сжимающим.

Замечание. Опреатор A : C([0,T ]→ L2(Rn))→C([0,T ]→ L2(Rn)) имеет единствен-
ную неподвижную точку.

Доказательство. Действительно, предположим, что

‖Amz−Amw‖ ≤ α‖z−w‖, 0 < α < 1.

Пусть

Amz = z.

Тогда
Am+1z = Az.

‖Az− z‖ = ‖Am+1z−Amz‖ = ‖Am(Az)−Amz‖ ≤ α‖Az− z‖.

Отсюда,
(1−α)‖Az− z‖ ≤ 0.

�

Перейдем к доказательству теоремы 1.1.
Доказательство. Согласно следствию 3.2 уравненип (2.5) имеет единственное

решение в L2 при t ∈ [0,T ].
Так как уравнение (2.5) эквиввалентно задаче (1.1)-(1.2), это доказывает утвер-

ждение теоремы 1.1. �
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4. О гладкости решения

Как и выше , будем предпологать, что ядро β интегрируемая функция, преобра-
зование Фурье которой удовлетворяет неравенству

|β̂ (ξ )| ≤ B
(1+ |ξ 2|)1+α

, α > 0.

Теорема 4.1. Пусть s > 0 и 0 < α < s. Тогда существует T > 0 такое, что
задача (1.1)- (1.2) разрешима в классе C2([0,T ],Hs(Rn)) при φ ∈Hs(Rn), ψ ∈Hs(Rn).

Доказательство. Воспользуемся соотношением (2.2):

∂ 2û
∂ t2 = − |ξ |2β̂ (ξ )

[
û(ξ , t)+ Ĝ(ξ , t)

]
.

Тогда

û(ξ , t) = φ̂(ξ ) + tψ̂(ξ ) − |ξ |2β̂ (ξ )

t∫
0

(t− τ)
[
û(ξ ,τ)+ Ĝ(ξ ,τ)

]
dτ.

Отсюда следует, что

|û(ξ , t)|2(1+ |ξ |2)s ≤ 4(|φ̂(ξ )|2(1+ |ξ |2)s + T 2|ψ̂(ξ )|2(1+ |ξ |2)s +

+ B
T 3

3
(1+ |ξ |2)s−α

t∫
0

(|û(ξ ,τ)|2 +
∣∣∣Ĝ(ξ ,τ)

∣∣∣2)dτ).

В силу следствия 3.1 для всех t ∈ [0,T ) имеем

‖u(·, t)‖2
s ≤ 4(‖φ‖2

s + T 2‖ψ‖2
s ) +4B

T 3

3
(1+L)

t∫
0

‖u(·,τ)‖2
s dτ,

и из леммы Гронуола следует

‖u‖2
s ≤ 4(‖φ‖2

s + T 2‖ψ‖2
s ) e

4BT 4
3 (1+L) < ∞.

Теорема 4.1 доказана. �

Заключение

Доказана одназначная разрешимость задачи Коши для интегро-дифференциального
уравнения, связанного с моделью перидинамики. Также исследована гладкость ре-
шения в зависимости от гладкости ядра уравнения.
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