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Введение

Как известно, необходимость в интегральных краевых условиях возникает в слу-
чае, когда в процессе математического моделирования той или иной сложной системы
становится недостаточным поточечного задания граничных условий. Интегральные
нелокальные условия являются обобщением дискретных нелокальных условий или
условий локального смещения.

В определенных случаях интегральные условия можно свести к условиям, опи-
санным В.А. Стекловым [1, c. 66].

a1u(0,y)+a2ux(0,y)+a3u(l,y)+a4ux(l,y) = ψ1, (1)

b1u(0,y)+b2ux(0,y)+b3u(l,y)+b4ux(l,y) = ψ1, (2)

Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования
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где ai = ai(y), bi = bi(y), i = 1,2,3,4; ψ j = ψ j(y), j = 1,2 – заданные функции такие,
что по крайней мере одна из разностей aibk−akbi (i,k = 1,2,3,4) отлична от тожде-
ственного нуля.

Краевым задачам с нелокальными условиями вида (1), (2) посвящены интересные
и глубокие работы В.А. Стеклова [1], А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [2], Н.И.
Ионкина и Е.И. Моисеева [3].

А.А. Самарский, в своей обзорной работе, вышедшей в журнале "Дифференци-
альные уравнения" в 1980 году [4], еще раз обращает внимание на актуальность
задач с нелокальными, в том числе интегральными, условиями.

Задачи с интегральными условиями для параболических и гиперболических урав-
нений второго порядка были поставлены и изучены Л.И. Камыниным [5], А.А. Са-
марским [4], А.М. Нахушевым [6], Н.И. Ионкиным [7], Н.И. Юрчуком [8], А.И.
Кожановым и Л.С. Пулькиной [9]-[10], Нахушевой З.А. [11]. Задачи с нелокальны-
ми условиями, в том числе и интегральными, для уравнений эллиптического типа
рассматривались А.Л. Скубачевским [12]-[13], А.К. Гущиным и В.П. Михайловым
[14].

Нельзя не отметить, что огромную роль в развитии нелокальных краевых задач
сыграли работы А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [2], в которых систематизирова-
ны начально-краевые задачи с дискретными нелокальными условиями, поставлены и
исследованы пространственно-нелокальные задачи для определенного класса урав-
нений эллиптического типа.

Общая постановка задачи

Для модельного эллиптического уравнения второго порядка

uxx +uyy = 0 (3)

в области D = {z : 0 < x < a, 0 < y < b} рассмотрим следующую задачу:
Задача 1. Найти регулярное в области D решение u = u(x,y) = u(z), z = x+ iy,

уравнения (3) непрерывное в D̄ и удовлетворяющее следующим условиям

u(x+ ib) = τ1 (x) , 0≤ x≤ a, (4)

u(a+ iy) = ψ (y) , 0≤ y≤ b, (5)

α∫
0

u(x,y)dx = ψα (y) , 0≤ y≤ b, (6)

δu(x)+

β∫
0

u(x,y)dy = ϕβ (x) , 0≤ x≤ a, (7)

где τ1 (x), ψ (y), ψα (y) и ϕβ (x) – заданные функции, такие, что

τ1(x) ∈C1[0,a], ψ(y) ∈C[0,b], ϕβ (x) ∈C2[0,a], ψα(y) ∈C2[0,b], (8)
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u(x) = δτ0(x), δ =
{ 1, β = 0,

0, β 6= 0.
(9)

Условия вида (6)-(7) назовем нелокальными условиями с интегральным смещением.
Редуцируем задачу 1 к задаче с локальным смещением.
Опираясь на уравнение Лапласа (3), заключаем, что

∂ 2

∂x2

β∫
0

u(x,y)dy =−
β∫

0

∂ 2u(x,y)
∂y2 dy =−uy(x,β )+uy(x,0), 0 < x < a.

Отсюда, в силу (7) и (9) имеем

uy (x,0) = uy (x,β )+ϕ
′′
β
(x)−δu′′(x), 0 < x < a. (10)

Аналогично, из (3) получаем

∂ 2

∂y2

α∫
0

u(x,y)dx =−
α∫

0

∂ 2u(x,y)
∂x2 dy = ux(iy)−ux(α + iy), 0 < x < a.

Далее с учетом (6), (8), (9) приходим к условиям

ux (0,y) = ux (α,y)+ψ
′′
α (y) , 0 < y < b. (11)

Итак, задача 1 с интегральным смещением сведена к задаче (4)-(5), (10)-(11) с ло-
кальным смещением для уравнения (3) в области D.

Случай α = a, β = 0.

Интегральное условие со смещением на части τ0 = {iy : 0 ≤ y ≤ b} границы ∂D
будет иметь вид

a∫
0

u(x+ iy)dx = ψa(y), 0≤ y≤ b. (12)

Задача 1 сводится к следующей задаче
Задача 2. Найти регулярное в области D решение u(z) = u(x,y) уравнения (3),

непрерывное в замкнутой области D и удовлетворяющее локальным краевым усло-
виям

u(x) = ϕ0(x), u(x+bi) = τ1(x), 0≤ x≤ a, (13)

u(a+ iy) = ψ(y), 0≤ y≤ b, (14)

Здесь ϕ0(x), τ1(x) ∈C[0,a], ψa(y),ψ(y) ∈C[0,b].
Первое из условия (13) получаем на основании (9), (7).
В уравнении (3) перейдем к новой зависимой переменной υ = υ(z), однозначно

определяемой как решение задачи Коши

υ(iy) = 0, 0≤ y≤ b, (15)
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для уравнения
υx(z) = u(z), z ∈Ω. (16)

Единственное решение задачи (15)-(16) для любой функции u(z)∈C(D̄) имеет вид

υ(z) =
x∫

0

u(ξ + iy)dξ . (17)

Функция υ(z) в силу (12)-(13) и (17), наряду с (15), должна удовлетворять крае-
вым условиям

υ(x) = υ0(x), υ(x+ ib) = υ1(x), 0≤ x≤ a, (18)

υ(a+ iy) = ψa(y), υx(a+ iy) = ψ(y), 0≤ y≤ b (19)

и уравнению Адамара
∂

∂x
(υxx +υyy) = 0. (20)

Следовательно, нелокальная краевая задача 2 с интегральным смещением на ча-
сти σ0 границы области D свелась к следующей локальной краевой задаче для урав-
нения третьего порядка (20).

Задача 3. Найти регулярное в области D решение υ(z) = υ(x,y) уравнения (20),
которое непрерывно вместе с производной υx(z) на компакте D и удовлетворяет кра-
евым условиям (15), (18) и (19).

Соответствующее уравнению (20) характеристическое уравнение имеет вид[
(dy)2 +(dx)2

]
dy = 0. Оно в каждой точке имеет одно действительное и два ком-

плексных решения и, стало быть, является уравнением составного типа. Координат-
ные прямые y = const образуют семейство действительных характеристик.

Уравнение (20) как модельное уравнение с частными производными третьего по-
рядка составного типа предложено J. Hadamard [15]–[16].

Фундаментальные результаты по уравнениям составного и смешанно–составного
типа получены в работе А.В. Бицадзе и М.С. Салахитдинова [17] и в монографиях
М.С. Салахитдинова [18] и Т.Д. Джураева [19].

Учитывая (11), задачу 2 можно свести и к задаче с локальным смещением для
уравнения Лапласа.

Задача 4. Найти регулярное в области D и непрерывное в D̄ решение u(z) урав-
нения (3), удовлетворяющее условиям (13), (14) и (11).

Докажем, что в классе C1(D̄) однородная задача:

u(x) = 0, u(x+ ib) = 0, 0≤ x≤ a, (21)

u(a+ iy) = 0, ux(iy) = ux(a+ iy), 0≤ y≤ b, (22)

соответствующая задаче 4, имеет лишь тривиальное решение u(z)≡ 0.
Для любой гармонической функции u(z) в области Ω справедливо равенство

∂

∂x

(
u2

x−u2
y
)
=− ∂

∂y
(uxuy) , z ∈Ω. (23)
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Проинтегрируем по частям равенство (23), воспользуемся формулой Грина и усло-
виями (21)-(22)

∫
D

∂

∂x

(
u2

x−u2
y
)

dxdy =
∫

∂D

(
u2

x−u2
y
)

dy =
b∫

0

[
u2

x(a+ iy)−u2
y(a+ iy)

]
dy−

−
b∫

0

[
u2

x(iy)−u2
y(iy)

]
dy =

b∫
0

[
u2

x(a+ iy)−u2
x(iy)

]
dy+

b∫
0

u2
y(iy)dy =

=

b∫
0

u2
y(iy)dy; −

∫
D

∂

∂y
(uxuy)dxdy =

∫
∂D

uxuydx = 0.

Видно, что
b∫
0

u2
y(iy)dy = 0 и, следовательно, uy(iy) = 0. Но u(0) = 0. Поэтому u(iy) = 0

при 0 ≤ y ≤ b. Это равенство вместе с (21) – (22) приводит к однородному условию
Дирихле:

u|
∂D = 0. (24)

Из тривиальности решения задачи Дирихле (24) для уравнения (3) следует един-
ственность решения задачи 4.

Заметим, что задача 2 остается корректно поставленной, если условие (14) заме-
нить условием

ux(a+ iy) = ψ1(y), 0 < y < b, (25)

а условие (12) – условием

α∫
0

u(x+ iy)dx = ϕ1(y), 0≤ y≤ b, (26)

с верхним пределом интегрирования α ∈]0,a[.
Эту задачу назовем задачей 5 и сформулируем следующим образом.

Задача 5. Найти регулярное в области D решение u(z) уравнения (3), непрерыв-
ное в D и удовлетворяющее краевым условиям (13), (25) и (26), где τ0(x) и τ1(x)
принадлежат C1[0,a), а ψ1(y) и ϕ1(y) – C[0,b].

Задача 5 сводится к задаче Бицадзе-Самарского [2], если ввести новую зависи-
мую переменную w(z) = ux(z). Относительно w(z) уравнение (3) и условия (13), (25)
и (26) соответственно принимают вид

wxx +wyy = 0, (27)

w(x) = τ
′
0(x), w(x+ ib) = τ

′
1(x), 0≤ x≤ a, (28)

w(a+ iy) = ψ1(y), 0≤ y≤ b, (29)

w(iy) = w(α + iy)−ϕ1(y), 0≤ y≤ b. (30)
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Задача (28)-(30) для уравнения (27) имеет, и притом единственное, решение w(z).
После того как найдена функция w(z), решение u(z) задачи 5 определяется формулой

u(z) =
x∫

0

w(ξ + iy)dξ +w(iy).

1. Случай α 6= a, β 6= 0.

Вернемся к задаче 1.
В уравнении (3) перейдем к новой зависимой переменной v(z) = v(x,y):

v(z) =
x∫

0

dξ

y∫
0

u(ξ ,η)dη . (31)

Функция v(z) является решением задачи Гурса:

v(0,y) = 0, v(x,0) = 0, 0≤ y≤ b, 0≤ x≤ a (32)

для уравнения
vxy = u(z) , z ∈ D. (33)

Подчинив функцию (31) условиям (6) и (7), получим

v(α,y) = Ψ(y) , v(x,β ) = Φ(x) , 0≤ y≤ b, 0≤ x≤ a, (34)

Φ(x) =
x∫

0

dξ

β∫
0

u(ξ ,η)dξ =

x∫
0

ϕβ (ξ )dξ ,

Ψ(y) =

y∫
0

dη

α∫
0

u(ξ ,η)dξ =

y∫
0

ψα (η)dη .

Из равенств (4)-(5) и (33) следует:

vxy(x+ ib) = τ1(x), vxy(a+ iy) = ψ(y), 0≤ x≤ a, 0≤ y≤ b; (35)

∆zυxy = 0. (36)

Равенство (36) означает, что функция υ (z) является решением уравнения Адама-
ра

∂ 2

∂x∂y
(υxx +υyy) = 0,z ∈ D. (37)

Краевые задачи для уравнения (37) впервые исследовал J. Hadamard [15], [16].
Уравнение (37) является важной моделью уравнения составного типа четвертого по-
рядка, которое в каждой точке z имеет две действительные характеристики x = const,
y = const и столько же комплексных характеристик.

Задача 1 свелась к задаче поиска регулярного в области D решения υ (z) уравне-
ния (37), удовлетворяющего локальным внутренне – краевым условиям (32), (34) и
(35).
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При α = a, β = b эта задача представляет собой локальную краевую задачу:

υ(0,y) = 0, υ(α,y) = Ψ(y), 0≤ y≤ β , (38)

υ(x,0) = 0, υ(x,β ) = Φ(x), 0≤ x≤ α, (39)

υyx(x,β ) = τ1(x), υxy(α,y) = ψ(y), 0≤ x≤ α, 0≤ y≤ β , (40)

для уравнения Адамара (36).

Так как υx(x,y) =
y∫

0
u(x,η)dη , υy(x,y) =

x∫
0

u(ξ ,y)dξ и согласно (4), (5)

υy(x,β ) =
x∫

0

u(ξ ,β )dξ =

x∫
0

τ1(ξ )dξ ,

υx(α,y) =

y∫
0

u(α,η)dη =

y∫
0

ψ(η)dη ,

то условие (40) можно заменить условием

υy(x,β ) = T1(x), υx(α,y) = Ψ1(y), 0≤ x≤ α, 0≤ y≤ β ,

где

T1(x) =
x∫

0

τ1(ξ )dξ , Ψ1(y) =

y∫
0

ψ(η)dη .
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