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Введение

Уравнениями Соболевского типа называются уравнения вида

A0Dl
tu(x, t)+

l−1

∑
k=0

Al−kDk
t u(x, t) = f (x, t), (0.1)

где A0,A1, ...,Al — линейные дифференциальные операторы по пространственным пе-
ременным, Dl

t — оператор дифференцирования l-го порядка по переменной t.
Важным классом уравнений Соболевского типа является уравнения третьего по-

рядка, которое описывает процесс фильтрации жидкости в трещиновато-пористой
среде [1]:

β0 pt−div
(

k
µ

grad p+
k
α

grad pt

)
= f (x, t), (0.2)

Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования
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где p — давление в трещинах, k — коэффициент проницаемости трещин, α — ко-
эффициент, характеризующий обмен жидкости между блоками(порами) и трещина-
ми, µ — вязкость жидкости, β0 — суммарный коэффициент сжимаемости, равный
β1 +mβ2, β1 — коэффициент сжимаемости блоков, β2 — коэффициент сжимаемости
жидкости, m — пористость блоков, f — инфильтрация.

Уравнение (0.2) относится к псевдопараболическому уравнению. Исследованию
различных смешанных задач и задачи Коши для одномерного уравнения фильтра-
ции однородной жидкости в трещиновато-пористой среде посвящены работы [2, 3].
В частности, в работе [2] примененяя синус-преобразование Фурье, найдено явное
решение смешанной задачи в полубесконечной трещинавато-пористой среде, а в ра-
боте [3] с помощью фундаментального решения оператора фильтрации однородной
жидкости в трещинавато-пористой среде построено решение смешанной задачи, за-
дачи Гурса и задачи Коши. В работах [4]-[6] методом Фурье исследованы первые и
вторые начально-краевые задачи для псевдопараболического уравнения

ut(x, t)−αuxxt(x, t)−βuxx(x, t) = f (x, t), (0.3)

где α, β > 0− const.
Уравнение вида (0.3) при определенных физических допущениях описывает од-

номерное движение почвенной влаги и называется модифициорованным уравнением
Аллера [7, 8]. В работах [9]-[14] разным методами исследованы локальные, нелокаль-
ные и краевые задачи для псевдопараболического уравнения. Исследованию краевых
задач для нагруженного псевдопараболического уравнения посвящены работы [6, 15].

Постановка задачи

Сначала введем необходимые обозначения и определения. Пусть Q+
T = {(x, t) :

x∈(0,+∞), t∈(0,T )}. C(n,m)(Q+
T ) - пространство функций v(x, t), определенных в Q+

T и
таких, что Dk

xDl
tv∈C(Q̄+

T ), 0≤ k ≤ n, 0≤ l ≤ m.
Определение 1. Будем говорить, что функция v(x, t) принадлежит классу Mγ(Q+

T ),
если существует вещественное число γ ≥ 0 и непрерывная положительная функция
C(t) такие, что имеет место оценка

|v(x, t)| ≤C(t)exp{γ|x|},x ∈ [0,+∞),0≤ t ≤ T.

Через C(n,m)
Mγ

(Q+
T ) будем обозначать пространство функций из C(n,m)(Q+

T ), которые

вместе со своими производными вплоть до порядка (n,m) принадлежат Mγ(Q+
T ), т.е.

Dk
xDl

tv∈Mγ(QT ), 0≤ k ≤ n, 0≤ l ≤ m.

Аналогично определяется пространство C(n)
Mγ

(R+)

В области Q+
T рассмотрим краевую задачу для псевдопараболического уравнения

Lu(x, t)≡ ut(x, t)−α
2uxxt(x, t)−uxx(x, t) = f (x, t),(x, t) ∈ Q+

T , (1)

u(x,0) = u0(x),x ∈ [0,+∞), (2)

u(0, t) = h(t),0≤ t ≤ T, (3)
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где α > 0 — малый параметр. Задача (1)-(3) является сингулярным возмущением
краевой задачи на полуоси для параболического уравнения

νt(x, t)−νxx(x, t) = f (x, t),(x, t) ∈ Q+
T ,

ν(x,0) = u0(x),x ∈ [0,+∞),

ν(0, t) = h(t),0≤ t ≤ T.
(4)

Определение 2. Функцию u(x, t) ∈C(2,1)
Mγ

(Q+
T ) будем называть классическим ре-

шением задачи (1)-(3), если она удовлетворяет уравнению (1), начальному условию
(2) и граничному условию (3) в обычном смысле.

Однозначная разрешимость задачи

Для задачи (1) -(3) справедлива

Теорема 1. Если u0(x) ∈C2
Mγ
[0,+∞), f (x, t) ∈C(1,0)

Mγ
(Q+

T ),h(t) ∈C1[0,T ] при γ < T −a
и f (0, t) = 0,u0(0) = h(0) = 0, то задача (1)-(3) в области Q+

T имеет единственное
классическое решение, принадлежащее C(2,1)

Mγ
(Q+

T ). Это решение имеет вид

u(x, t) =
∞∫

0

[G(x− s, t)−G(x+ s, t)]u0(s)ds+ e
−x
α h(t)+

+
2
π

t∫
0

h(τ)
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

(1+α2ξ 2)2 dξ dτ +

+

t∫
0

∞∫
0

[Gα(x− s, t− τ)−Gα(x+ s, t− τ)] f (s,τ)dsdτ. (5)

где

G(x, t) =
1
π

∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

cosξ xdξ , (6)

Gα(x, t) =
1
π

∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

cosξ x
1+α2ξ 2 dξ . (7)

Доказательство. К уравнению (1) и условию (2) применяем синус-преобразование
Фурье по переменной x. В результате получаем задачу Коши для обыкновенного ди-
ференциального уравнения:

dũ(ξ ,t)
dt + ξ 2

1+α2ξ 2 ũ(ξ , t) = 1
1+α2ξ 2

[
f̃ (ξ , t)+

√
2
π
·ξ (α2h′(t)+h(t))

]
,

ũ(ξ ,0) = ũ0(ξ ),
(8)

где

ũ0(ξ ) =

√
2
π

∞∫
0

u0(x)sinξ xdx, f̃ (ξ , t) =

√
2
π

∞∫
0

f (x, t)sinξ xdx,
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ũ(ξ , t) =

√
2
π

∞∫
0

u(x, t)sinξ xdx.

Решение задачи (8), как известно из теории обыкновенных дифференциальных
уравнений, дается формулой

ũ(ξ , t) = ũ0(ξ )exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)
+

1
1+α2ξ 2

√
2
π

∞∫
0

f̃ (ξ ,τ)exp(− ξ 2

1+α2ξ 2 (t−

−τ))dτ +

√
2
π

α2ξ

1+α2ξ 2 h(t)+

√
2
π

ξ

(1+α2ξ 2)2

t∫
0

h(τ)exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
dτ.

Отсюда, используя формулу обратного синус преобразования Фурье, будем иметь

u(x, t) =
2
π

∞∫
0

ũ0(ξ )exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

sinξ xdx+h(t) · 2
π

∞∫
0

α2ξ

1+α2ξ 2 sinξ xdξ+

+
2
π

t∫
0

h(τ)

 ∞∫
0

ξ

(1+α2ξ 2)2 exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
sinξ xdξ

dτ+

+

√
2
π

t∫
0

∞∫
0

f̃ (ξ ,τ)exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
sinξ x

1+α2ξ 2 dξ dτ =

+
2
π

∞∫
0

 ∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

sinξ xsinξ sdξ

u0(s)ds+ e−
x
α h(t)+

+
2
π

t∫
0

h(τ)
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

1+α2ξ 2 dξ dτ+

+
2
π

t∫
0

∞∫
0

[
exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
sinξ xsinξ s

1+α2ξ 2 dξ

]
f (s,τ)dsdτ =

=
1
π

∞∫
0

 ∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)
[cosξ (x− s)− cosξ (x+ s)]dξ

u0(s)ds+

e−
x
α h(t)+

2
π

t∫
0

h(τ)
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

1+α2ξ 2 dξ dτ+

+
1
π

t∫
0

∞∫
0

 ∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
[cosξ (x− s)− cosξ (x+ s)]

1+α2ξ 2 dξ

 f (s,τ)dsdτ.
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Отсюда, с учетом обозначений (6), (7) следует формула (5). �
Рассмотрим некоторые свойства функции Ga(x, t), которые сформулируем в виде

следующих лемм:
Лемма 1. Имеют место следующие равенства: Gα(x,0) = 1

2e−
x
α , Gα(0, t) =

1
π

1
a2∫
0

1√
1−α2η2

exp(−η2t)dη ,
(

α2 ∂ 2Gα

∂x∂ t +
∂Gα

∂x

)
(0, t) = 0.

Доказательство.
Преобразуем функцию Ga(x, t) к виду:

Gα(x,0) =
1
π

∞∫
0

1
1+α2ξ 2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

cosξ xdξ .

Тогда

Gα(x,0) =
1
π

∞∫
0

cosξ x
1+α2ξ 2 dξ .

Отсюда, вводя обозначение y = αξ и используя таблицу из [16, с. 536]:

∞∫
0

coszx
a2 + x2 dz =

π

2a
e−ax,

равен 1
2e−

x
α .

Gα(0, t) =
1
π

∞∫
0

1
1+α2ξ 2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

dξ ,

то, вводя новую переменную интегрирования по формуле η = ξ√
1+α2ξ 2

, получим

Gα(0, t) =
1
π

1
α2∫

0

1√
1−α2η2

exp(−η
2t)dη .

Так как интеграл(
α

2 ∂ 2Gα

∂x∂ t
+

∂Gα

∂x

)
(x, t) =− 1

π

∞∫
0

ξ sinξ x
(1+α2ξ 2)2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
)

dξ

сходится равномерно, то положив x = 0, получим(
α

2 ∂ 2Gα

∂x∂ t
+

∂Gα

∂x

)
(0, t) = 0.

�
Лемма 2. При любых p,q > 0 справедлива оценка

|Dp
t Dq

xGα(x, t)| ≤
e−

x(1−α−1t)
α2

2α

[
(−α

−2)p(1+(−α
−2)t)p((−α

−2)q(2+(α−3x))q)
]

(9)
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Доказательство.
Пользуясь разложением в ряд Тейлора

e
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
= e−

t
α2 e

t
α2(1+α2ξ 2) = e−

t
α2

∞

∑
k=0

(α−2t)k

k!
(1+α

2
ξ

2)−k,

представим функции Gα(x, t) в виде

Gα(x, t) =
1
π

e−
t

α2
∞

∑
k=0

(α−2t)k

k!

∞∫
0

cosξ x
(1+α2ξ 2)k+1 dξ . (10)

Рассмотрим интеграл в (10) при любом k = 0,1,2, .... Используя табличный интеграл
[17, с. 427]:

∞∫
0

cosax
(b2 + x2)n dx =

πe−ab

(2b)2n−1(n−1)!

n−1

∑
i=0

(2n− i−2)!
i!(n− i−1)!

(2ab)i,

из (10) находим

Gα(x, t) =
e−

t+x
α2

2

∞

∑
k=0

( t
4α2

)k 1
k!

k

∑
i=0

(2k− i)!
i!(k− i)!

(2α
−1x)i.

Отсюда, переставляя порядок суммирования и вводя во внутренней сумме новый
индекс суммирования, изменяющийся от нуля, имеем

Gα(x, t) =
e−

t+x
α2

2α

∞

∑
k,m=0

(α−3xt)k

k!
(α−2t)m

m!
(2m+ k)!

22m+k(k+m)!2 .

Учитывая справедливость неравенства

(k+2m)!
(k+m)!2 ≤ 2(k+2m),k,m = 0,1,2, ... (11)

имеем

|Gα(x, t)| ≤
e−

t+x
α2

2α

∞

∑
k,m=0

(α−2t)m

m!
(α−3xt)k

k!
≤ e

x(1−α−1t)
α2

2α
, (12)

т.е. получили оценку (9) при p = q = 0. Докажем теперь оценку (9) при p > 0,q = 0.
Используя формулу Лейбница, имеем

∂ pGα(x, t)
∂ t p =

p

∑
i=0

Ci
p
(−α−2)pe−

t+x
α2

2α
·

·
i

∑
j=0

C j
i

[
∞

∑
m=i

(α−2t)m−i

(m− i)!
·

∞

∑
k=i− j

(α−3t)k−i(α−3x)k

(k− i+ j)!
(2m+ k)!
(k+m)!2

]
.

Отсюда, в силу неравенств (11), (12), получаем
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∣∣∣∣∂ pGα(x, t)
∂ t p

∣∣∣∣≤ e−
t+x
α2 (α−2)p

2α

p

∑
i=0

i

∑
j=0

Ci
pC j

i

∞

∑
k,m=0

(α−2t)m(α−3tx)k(a−3x)i− j

m!k!
=

e−
|x|(1−α−1t)

α2 (α−2)p

2α

p

∑
i=0

Ci
p

i

∑
j=0

C j
i (a
−3x)i− j =

e−
x(1−α−1t)

α2 (α−2)p

2α

p

∑
i=0

Ci
p(1+(α−3x))i =

=
e−

x(1−α−1t)
α2 (α−2)p

2α
(2+(α−3x))p.

Итак, получили оценку (9) при p > 0,q = 0. Аналогично, дифференцируя по x до
порядка q, получаем

∂ qGα(x, t)
∂xq =

e−
t+x
α2

2α

p

∑
i=0

Ci
q(−α

−2)q−i

[
∞

∑
k=i

(α−2t)k

k!2

k

∑
m=i

(a−3)mxm−i

(m− j)!
(2m− k)!
(k−m)!

]
.

Тогда, используя еще раз неравенства (11), (12), имеем∣∣∣∣∂ qGα(x, t)
∂xq

∣∣∣∣≤ e−
t+x
α2 (a−2)q

2α

q

∑
i=0

Ci
q

∞

∑
m=i

(α−3x)m−i

(m− i)!

∞

∑
k=0

(α−2t)k+m

k!
=

=
e−

x(1−α−1t)
α2 (α−2)q

2α

q

∑
i=0

Ci
q(α

−2t)i =
e−

x(1−α−1t)
α2 (α−2)q

2α

(
1+(α−2t)

)q
.

Таким образом, получили оценку q > 0, p = 0. Аналогично доказывается для любых
p > 0,q > 0 справедливость неравенства (9). �

Введем обозначения

u1(x, t) =
∞∫

0

[G(x− s, t)−G(x+ s, t)]u0(s)ds,

u2(x, t) =
t∫

0

∞∫
0

[Gα(x− s, t− τ)−Gα(x+ s, t− τ)] f (s,τ)dsdτ,

u3(x, t) = e−
x
α h(t)+

2
π

t∫
0

h(τ)
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

1+α2ξ 2 dξ dτ.

Оценим функцию u1(x, t) при (x, t) ∈ Q̄+
T . Так как u0(x) ∈C2

Mγ
[0,+∞) то с учетом

(9), (8) имеем

u1(x, t)≤
∞∫

0

[|G(x− s, t)|+ |G(x+ s, t)|]u0(s)ds≤

≤C
∞∫

0

eγ|s|
∞∫

0

e
− ξ 2

1+α2ξ 2 t
[cosξ (x− s)+ cosξ (x− s)]dξ ds≤ C

α−T
.
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Покажем, что для функции u1(x, t) будет выполнено u1(x, t)|t=0 = u0(x).
Действительно, из вида функции G(x, t) и свойства дельта функции Дирака, име-

ем

u1(x,0) =
∞∫

0

[G(x− s,0)−G(x+ s,0)]u0(s)ds =
∞∫

0

δ (x− s)u0(s)ds = u0(x).

Аналогично, из условия f (x, t) ∈C(1,0)
Mγ

(Q̄+
T ), следует u2(x, t) ∈C(2,1)

Mγ
(Q̄+

T ). Действи-
тельно

|u2(x, t)| ≤
t∫

0

∞∫
0

[|Gα(x− s, t− τ)|+ |Gα(x+ s, t− τ)|] f (s,τ)dsdτ ≤

≤
t∫

0

∞∫
0

(|G(x− s, t− τ)|+ |G(x+ s, t− τ)|) | f (s,τ)|dsdτ ≤

≤
t∫

0

C(τ)

2α

∞∫
0

eγ|s|
[

e
|x−s|(1−α−1(t−τ))

α2 + e
|x+s|(1−α−1(t−τ))

α2

]
dsdτ.

Выполнив в первом интеграле замену s = y−x а во втором −s = y+x преобразуем
его

|u2(x, t)| ≤
t∫

0

C(τ)

2α

 ∞∫
x

eγ|s|e
y(1−α−1(t−τ))

α2 dy+ eγ|s|
−x∫
−∞

e
y(1−α−1(t−τ))

α2 dy

dτ.

Из этой оценки следует, что u2(x, t)|t=0 = 0 Для непрерывности функции u3(x, t)
достаточно показать, что несобственный интеграл

∞∫
0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

(1+α2ξ 2)2 dξ dτ

сходится равномерно. Действительно, так как∣∣∣∣ ξ sinξ x
(1+α2ξ 2)2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)∣∣∣∣< ξ

(1+a2ξ 2)2 ,

то несобственный интеграл
∞∫
0

ξ

(1+α2ξ 2)2 dξ сходится.

|u3(x, t)|= e−
x
α |h(t)|+ 2

π

t∫
0

|h(τ)|
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)∣∣∣∣ ξ sinξ x
(1+α2ξ 2)2

∣∣∣∣dξ dτ ≤

≤ e−
x
α |h(t)|+ 2

π

t∫
0

|h(τ)|
∞∫

0

ξ

(1+α2ξ 2)2 dξ dτ ≤ e−
x
α |h(t)|+C1

t∫
0

|h(τ)|dτ,

где

C1 =

∞∫
0

ξ

(1+α2ξ 2)2 dξ
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С другой стороны, учитывая ограниченность несобственного интеграла получим

lim
x→+0

u3(x, t) = lim
x→+0

e−
x
α h(t)+

2
π

lim
x→+0

t∫
0

h(τ)
∞∫

0

exp
(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
ξ sinξ x

(1+α2ξ 2)2 dξ dτ = h(t).

Так как f (x, t) ∈C(1,0)
Mγ

(Q+
T ),u0(x) ∈C2

Mγ
[0,+∞), то используя теоремы о непрерыв-

ности и непрерывной дифференцируемости интегралов, зависящих от параметра, а
также оценку (9) заключаем, что u(x, t) ∈ C(2,1)

Mγ
(Q+

T ). Таким образом, мы доказали,
что функция u(x, t) определенная формулой (5), является классическим решением
задачи (1)-(3).

Теорема 2. При условиях теоремы 1 относительно функций f (x, t), u0(x),h(t),
решение задачи (1)-(3) при α → 0 равномерно сходится к решению задачи (4).

Доказательство.
Действительно, пусть функции f (x, t),u0(x),h(t), таковы, что решение задачи (4)

имеет непрерывную производную υxxt при u(x, t) ∈Q+
T и такую, что |υxxt | ∈C(2,1)

Mγ
(Q+

T ).
Пусть является решением задачи (1)-(3). Рассмотрим функцию ωα(x, t) = uα(x, t)−
υ(x, t), являющуюся решением следующей задачи

ωαt(x, t)−α
2
ωαxxt(x, t)−ωαxx(x, t) = α

2 ·υxxt(x, t), (13)

ωα(x,0) = 0,ωα(0, t) = 0. (14)

В силу теоремы 1, решение задачи (11),(12), имеет вид

ωα(x, t) = α
2

t∫
0

∞∫
0

[Gα(x− s, t− τ)−Gα(x+ s, t− τ)]υssτ(sτ)dsdτ, (15)

Покажем, что функция ωα(x, t) в (x, t) ∈ Q+
T равномерно сходятся к нулю при

α → 0. Так как

[Gα(x− s, t− τ)−Gα(x+ s, t− τ)]≤

≤ 2
π

∞∫
0

1
1+α2ξ 2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
|cosξ (x−ξ )+ cosξ (x+ξ )|dξ ≤

≤ 4
π

+∞∫
0

1
1+α2ξ 2 exp

(
− ξ 2

1+α2ξ 2 (t− τ)

)
dξ ≤ 4

π

+∞∫
0

1
1+α2ξ 2 dξ =

2
α
,

то из (13) имеем

lim
α→+0

|ωα(x, t)| ≤ lim
α→+0

α
2

t∫
0

∞∫
0

G(τ)eγ|s||Gα(x− s, t− τ)+Gα(x− s, t− τ)|dsdτ ≤
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lim
α→+0

2α2

α
C1 = 0,C1 =

t∫
0

∞∫
0

G(τ)eγ|s|dsdτ.

Следовательно, для всех u(x, t)∈Q+
T функция uα(x, t) сходится равномерно к функ-

ции υ(x, t) при a→ 0. Теорема 2 доказана. �
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In this paper, we study the question of the unique solvability of the initial-boundary-value
problem for a pseudoparabolic equation with a small parameter on the semi-axis. An explicit
analytical solution to the problem is obtained.
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