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Введение

Нелокальные задачи с интегральными условиями возникают при исследовании
физических явлений в случае, когда граница области протекания недоступна для
непостредственных измерений. Например, математическое моделирование процессы
влагопереноса в капилярно–пористых средах [1], распространения тепла в гетеро-
генных средах [2], влагопереноса в почво–грунтах [3] и исследование одномерной
диффузионной модели [4] приводят к таким задачам.

К первым работам для параболических уравнений с интегральными условиями
относятся, по–видимому работы [5] и [6]. Различные классы краевые задачи с инте-
гральными условиями для уравнений теплопроводности рассмотрены в работах [7]–
[13] и др.

В настоящей работе рассматривается задача с интегшральным условием для урав-
нений в частных производных третьего порядка с оператором теплопроводности в
главной части.
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Постановка задачи и основные результаты

В области D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим уравнение в частных
производных третьего порядка вида

Lu≡ ∂

∂x

(
∂u
∂ t
− ∂ 2u

∂x2

)
+ c(x, t)u = f (x, t), (1)

где c(x, t), f (x, t) — заданные функции.
Заметим, что уравнение (1) относится к первому каноническому виду относитель-

но старших производных, указанных в работе [12], т. е. уравнение характеристики
имеет один общий интеграл, причём трехкратный. Этот фактор существенно влияет
как на корректность постановки задач, так и на их разрешимость.

В работе для уравнения (1) исследуется следующая задача: найти в области D
решение u(x, t) уравнения (1), удовлетворяющее начальному

u(x,0) = ϕ(x), 0≤ x≤ l, (2)

граничным
u(0, t) = ψ1(t), 0≤ t ≤ T, (3)

ux(0, t) = ψ2(t), 0≤ t ≤ T, (4)

и интегральному условию

l∫
0

u(x, t)dx =
t∫

0

h(t,τ)u(l,τ)dτ +ψ3(t), 0≤ t ≤ T, (5)

где ϕ(x), ψi(t), (i = 1,3), h(t,τ) – заданные, непрерывные при x ∈ [0, l], t ∈ [0,T ],
τ ∈ [0, t] соответственно функции, удовлетворяющие условиям согласования:

ϕ(0) = ψ1(0), ϕ
′
(l) = ψ2(0);

l∫
0

ϕ(x)dx = ψ3(0).

В поставленной задаче в краевых условиях содержится нелокальность по вре-
мени, впервые рассмотренные в работе [13]. Заметим, что в работе [14] исследо-
ваны разрешимость краевых задач, сочетающих задачи с нелокальными условиями
А.А.Самарского и задачи с интегральными условиями.

Через Ck,l(D) обозначен класс функций u(x,y), непрерывных вместе со своими
частными производными порядка ∂ m+nu(x,y)/∂xm∂yn для всех m= 0,k, n= 0, l; C0,0(D)
обозначим через C(D).

Под классом C(k,ν)(D) понимаются определенные в области D функции, у которых
все частные производные порядка k существуют и удовлетворяют условию Гельдера
с показателем ν ∈ (0,1).

Определение. Регулярным в области D решением уравнения (1) называет-
ся функция u(x, t), из класса C3,1(D)∩C2,0(D), удовлетворяющая ему в обычном
смысле.
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Условие 1. Коэффициент и правая часть уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям

c(x, t), f (x, t) ∈C(D).

Условие 2. Заданные функции ϕ(x), ψi(t), (i = 1,2,3) и ρ(t,τ) удовлетворяют
условиям

ϕ(x) ∈C2[0, l]; ψ1(t), ψ3(t) ∈C1[0,T ], ψ2(t) ∈C[0,T ].

Имеет место следующая теорема о разрешимости нелокальной задачи (1)–(5).
Теорема. Пусть выполнены Условие 1 и Условие 2. Тогда существует един-

ственное непрерывное и ограниченное решение нелокальной задачи (1)–(5).

Сведение задачи (1)–(5) к смешанной задаче для нагруженного

уравнения теплопроводности

Сначала рассмотрим задачу (1)–(5) в случае когла c(x, t) = 0.
Пусть u(x, t) является решением задачи (1)–(5). Интегрируя уравнения (1) по x

от 0 до x, и учитывая условия (3), получим нагруженное уравнения параболического
типа

∂u
∂ t
− ∂ 2u

∂x2 = f1(x, t)−
∂ 2u(0, t)

∂x2 , (6)

здесь

f1(x, t) = ψ
′
1(t)+

x∫
0

f (z, t)dz.

Легко убедиться, что решение уравнения (5) также является решением уравнения
(1) при c(x, t) = 0. Сложность этой задачи состоит в том, что в обе части граничного
условия (5) входит неизвестное решение u(x, t).

Поэтому обозначим u(l, t) через µ(t) и решим следующую задачу найти в облас-
ти D решение u(x, t) уравнения (6), удовлетворяющее начальному условию (2) и
краевым условиям

ux(0, t) = ψ2(t), u(l, t) = µ(t), 0≤ t ≤ T. (7)

Предположим, что µ(t) непрерывно–дифференцируема и интегрируема на [0,T ] функ-
ция, причем µ(0) = ϕ

′
(l).

Известно (см. например [15], [16]), что функция Грина смешанной задачи (2), (7)
для уравнения теплопроводности имеет вид

G(x, t;ξ ,τ) =
+∞

∑
n=−∞

(−1)n
[
U(x−ξ +2nl, t− τ)−U(x+ξ +2nl, t− τ)

]
, (8)

здесь

U(x−ξ ; t− τ) =


1

2
√

π(t− τ
exp
[
−(x−ξ )2

4(t− τ)

]
, t > τ,

0, t ≤ τ.
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Используя свойства функции Грина G(x, t;ξ ,τ) получим явное решение u(x, t) сме-
шанной задачи в виде [17]

u(x, t) =
l∫

0

ϕ(ξ )G(x, t;ξ ,0)dξ +

t∫
0

µ(τ)Gξ (x, t;0,τ)dτ−

−
t∫

0

ψ2(τ)G(x, t;0,τ)dτ +

t∫
0

l∫
0

G(x, t;ξ ,τ)[ f1(ξ ,τ)−uxx(0,τ)]dξ dτ. (9)

В равенство (9) входят неизвестные функции µ(t) и uxx(0, t). Сначала находим
функцию uxx(0, t). С этой целью формулу (9) перепишем в виде

u(x, t) =−
t∫

0

K(x; t,τ)uxx(0,τ)dτ +g(x, t), (10)

где

K(x; t,τ) =
l∫

0

G(x, t;ξ ,τ)dξ ; (11)

g(x, t) =
l∫

0

ϕ(ξ )G(x, t;ξ ,0)dξ +

t∫
0

µ(τ)Gξ (x, t;0,τ)dτ−

−
t∫

0

ψ2(τ)G(x, t;0,τ)dτ +

t∫
0

l∫
0

G(x, t;ξ ,τ) f1(ξ ,τ)dξ dτ. (12)

В дальнейшем исползуемся дифференциальные свойства ядра K(x; t,τ) и свобод-
ного члена g(x, t) в окрестности точки x = 0.

Исследования функции K(x; t,τ) и g(x, t)

Полученное интегро–дифференциальное уравнение (10) будем решать методом
сведения к интегральному уравнению относительно uxx(0, t).

Имеет место следующее утверждение.
Лемма 1. При t > τ ядро K(x, t,τ) определяемой равенством (11) имеет вторые

производные по x и они ограничено при x = 0, т. е.∣∣∣∣∂ 2K(x, t,τ)
∂x2

∣∣∣∣
x=0

< M.

Доказательство. Лемма 1 доказывается с помощью известных оценок функции
Грина и ее производных [17]∣∣∣∣∂ i+ jG(x, t;ξ ,τ)

∂xit j

∣∣∣∣< C
(t− τ)(i+2 j+1)/2

exp
{
−c0

(x−ξ )2

4(t− τ)

}
, i, j = 0,1,2, . . . .

C = const > 0, 0 < c0 = const < 1, а также неравенств

X γe−X < Me−qX (13)
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где X ≥ 0,γ = const ≥ 0,M = const > 0,0 < q = const < 1.
Дифференцируя (11) под знаком интеграла имеем

∂K
∂x

=

l∫
0

∂G(x, t;ξ ,τ)

∂x
dξ =−

l∫
0

∂G(x, t;ξ ,τ)

∂ξ
dξ =−G(x, t; l,τ).

В силу равенства (8) получим

∂K
∂x

= 2
+∞

∑
n=−∞

(−1)nU(x+(2n+1)l, t− τ).

Отсюда дифференцируя по x, находим

∂ 2K
∂x2 = 2

+∞

∑
n=−∞

(−1)n x+(2n+1)l
2(t− τ)

U(x+(2n+1)l, t− τ).

Теперь полагая x = 0, имеем

∂ 2K
∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
1

2
√

π(t− τ)3

+∞

∑
n=−∞

(−1)n [(2n+1)l] exp
{
− [(2n+1)l]2

4(t− τ)

}
. (14)

Общий член ряда (14) представим в виде

(2n+1)l
4
√

π(t− τ)3/2 exp
{
− [(2n+1)l]2

4(t− τ)

}
=

=
2√
π

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]3

exp
{
−1

2

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]2} 1
[(2n+1)l]2

exp
{
−1

2

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]2}
.

Используя известное неравенство (13)

0 <

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]3

exp
{
−1

2

[
(2n+1)l
2
√

t− τ

]2}
< M,

получим оценку для общего члена ряда (14)∣∣∣∣∂ 2K
∂x2

∣∣∣∣
x=0
≤
∣∣∣∣(2n+1)l

2(t− τ)
U((2n+1)l, t− τ)

∣∣∣∣≤ 2M√
π[(2n+1)l]2

exp
{
−1

2

[
(2n+1)l]2

2
√

t− τ

]2}
.

Так как (2n+1) 6= 0 при любом n ∈ N, то нетрудно убедиться, что знака череду-
ющий ряд (14) сходится абсолютно и равномерно, т. е.∣∣∣∣∂ 2K(x, t,τ)

∂x2

∣∣∣∣
x=0
≤M.

�
Лемма 1 доказана.
Теперь рассмотрим функцию g(x, t), определяемую равенством (12), которая со-

стоит из суммы тепловых потенциалов. Из теории тепловых потенциалов известно,
что если ϕ(x) ∈C(0, l), µ(t) ∈C(0,∞), ψ2(t) ∈C1(0,∞), ψ2(0) = 0, то

g(x, t) ∈C2
x (D) и

∣∣∣∣∂ 2g(x, t)
∂x2

∣∣∣∣
x=0
≤M0. (15)

Таким образом, функции K(x; t,τ), g(x, t) и производные второго порядка по x, при
x = 0 являются непрерывными и ограниченными функциями.
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Нахождение нагруженного слагаемого uxx(0, t) уравнения (6)

Из доказанной леммы 1 и неравенства (15) следует, что равенство (10), можем
дифференцировать по x два раза и затем полагая x = 0, получим интегральное урав-
нение Вольтерра второго рода относительно uxx(0, t) :

uxx(0, t)+
t∫

0

∂ 2K(0; t,τ)
∂x2 uxx(0,τ)dτ =

∂ 2g(0, t)
∂x2 , (16)

Ядро и правая часть интегрального уравнения (16) непрерывные и ограниченные
функции. Решение уравнения (16) имеет вид

uxx(0, t) = g0(t)+
t∫

0

R(t,τ)g0(τ)dτ (17)

где R(t,τ) – резольвента ядра
∂ 2K(0; t,τ)

∂x2 , а g0(t) =
∂ 2g(0, t)

∂x2 .

Подставляя значение uxx(0, t) из (17) в формулу (10), получим

u(x, t) =
t∫

0

Gξ (x, t; l,τ)µ(τ)dτ−
t∫

0

k(x, t,τ)µ(τ)dτ +g2(x, t) (18)

здесь

k(x, t,τ) =
t∫

τ

K(x, t,s)
{

Gξ (0,τ; l,s)+
τ∫

s

R(τ,s)Gξ (0,z; l,s)dz
}

ds;

g2(x, t) – известная функция.

Разрешимость нелокальной задачи (1)–(5)

Интегрируя (18) по x от 0 до l будем имееть

l∫
0

u(x, t)dx =
t∫

0

( l∫
0

Gξ (x, t; l,τ)dx
)

µ(τ)dτ−
t∫

0

( l∫
0

k(x, t,τ)dx
)

µ(τ)dτ +

l∫
0

g2(x, t)dx

(19)
Заметим, что

l∫
0

Gξ (x, t, l,τ)dξ =−
l∫

0

Gx(x, t, l,τ)dx =−G(l, t; l,τ)+G(0, t; l,τ);

Тогда (19) примет вид

l∫
0

u(x, t)dx =− 1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

+
1

2
√

π

t∫
0

G(0, t; l,τ)µ(τ)dτ−
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−
t∫

0

( l∫
0

k(x, t,τ)dx
)

µ(τ)dτ +

l∫
0

g2(x, t)dx (20)

Теперь умножим обе части (18) при x = l на h(t,τ) и интегрируем по τ от 0 до t,
меняя порядок интегрирования, получим

t∫
0

h(t,τ)u(l, t)dτ =

t∫
0

µ(τ)

{ t∫
τ

h(t,s)
[

Gξ (l,s; l,τ)− k(l,τ,s)
]

ds
}

dτ +

t∫
0

h(t,τ)g2(l,τ)dτ

(21)
Отсюда используя условие (5), будем иметь

− 1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

+

t∫
0

k1(t,τ)µ(τ)dτ = g3(t) (22)

здесь

k1(t,τ) = G(0, t; l,τ)−
l∫

0

K(x, t,τ)dx−
t∫

τ

h(t,s)
[

Gξ (x,s; l,τ)+ k(x,τ,s)
]

ds;

g3(t) =−
l∫

0

g2(x, t)dx+
t∫

0

h(t,τ)g2(l,τ)dτ +ψ3(t).

Уравнение (22) перепишем в виде

1
2
√

π

t∫
0

µ(τ)dτ√
t− τ

= g4(t), (23)

где

g4(t) = g3(t)+
t∫

0

k1(t,τ)µ(τ)dτ.

Из условия согласования, имеем g4(0) = 0. Вычислим производную функции g4(t)

g
′
4(t) = g

′
3(t)+ k1(t, t)µ(t)+

t∫
0

∂k1(t,τ)
∂ t

µ(τ)dτ.

Пользуясь явным решением полученного интегрального уравнения Абеля (23),
получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода в виде

µ(t) =
2√
π

g5(t)+
2√
π

t∫
0

k2(t,τ)µ(τ)dτ, (24)

здесь

k2(t,τ) =
h(t, t)√

t− τ
+h(t, t)G(l,τ;0, t)+

t∫
τ

∂h(t,τ)
∂ t

ds√
τ− s

ds+
t∫

τ

∂h(t,τ)
∂ t

G(l,τ;0,s)ds;
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g5(t) =
2√
π

t∫
0

g
′
4(τ)dτ√

t− τ
— известная функция.

В силу свойств функции Грина, легко показать [17], что

|k1(t,τ)| ≤
c1√
t− τ

; |K1(t;ξ ,τ)| ≤ c2√
t− τ

, c1, c2 = const > 0.

Как показано в [17], уравнение (24) является интегральным уравнением Вольтер-
ра второго рода со слабой особенностью и правая часть непрерывна, тогда она имеет
единственное решение в классе непрерывно-дифференцируемых функций.

Таким образом, разрешимость нелокальной задачи (1)–(5) доказана.
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In this paper, we considered the solvability of a non–local problem with integral condition
for a third–order equation with head operatot in the main part. The existence and
uniqueness of a regular solution to this problem are proved. The proof is based on
reducing a non-local problem to the mixed problem for a loaded heat equation.

Key words: boundary–value problem, non–local condition, non–local problem,
parabolic equation, Green’s function, Volterra integral equation.
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