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В настоящей работе исследуется начально-краевые задачи для гиперболических
уравнений, эллиптическая часть которых имеет наиболее общий вид и опре-
делена в произвольной многомерной области (с достаточно гладкой границей).
Установливаются требования на правую часть уравнения и начальные функции,
при которых к рассматрываемую задачу применим классический метод Фурье.
Другими словами, доказывается методом Фурье существование и единственность
решения смешанной задачи и показана устойчивость найденного решения от дан-
ных задачи: от начальных функций и правой части уравнения. Введено понятие
обобщенного решения и доказана теорема о его существования. Аналогичные
результаты справедливы и для параболических уравнений.
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Введение

Известно (см., например [1], стр. 144, [2], стр. 278-280, [3]- [6]) что большое
число задач о колебаниях стержней, пластин и т.д. приводит к дифференциальным
уравнениям высокого порядка. В качестве примера уравнения 4-го порядка можно
взять задачу о колебаниях тонкого прямоугольного стержня; определение формы
колебаний стержня и его частоты сводится к решению "уравнения поперечных ко-
лебаний стержня": utt +a2uxxxx = 0. В работах К.Б. Сабитова [3]- [5] детально изуче-
ны различные начально-краевые задачи для этого уравнения. Основным аппаратом
исследования в этой работе является классический метод Фурье, основанный на
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свойствах тригонометрияеских функций. Результаты этих исследований легко обоб-
щаются на случае уравнения

utt +a2(uxxxx +uyyyy +uzzzz) = 0, t > 0, (x,y,z) ∈Ω,

когда область Ω является произведением трех одномерных интервалов [6], так как
собственные функции соответствующих спектральных задач являются произведе-
нием тригонометрических функций. Естественно, исходя из физического смысла
задачи, представляет интерес рассмотрение аналогичных задач для произвольных
ограниченных пространственных областей Ω.

В настоящей работе исследуется начально-краевые задачи для гиперболических
уравнений, эллиптическая часть которых определена в произвольной N-мерной об-
ласти Ω (с достаточно гладкой границей ∂Ω) и имеет наиболее общий вид.

Пусть A(x,D) = ∑
|α|≤m

aα(x)Dα - произвольный положительный формально самосо-

пряженный эллиптический дифференциальный оператор порядка m = 2l с доста-
точно гладкими коэффициентами aα(x), где α = (α1,α2, ...,αN) - мультииндекс и
D = (D1,D2, ...,DN), D j =

∂

∂x j
.

Рассмотрим уравнение

utt +A(x,D)u(x, t) = f (x, t), x ∈Ω, t > 0; (1)

с начальными
u(x,0) = ϕ(x), ut(x,0) = ψ(x), x ∈Ω; (2)

и с краевыми

B ju(x, t) = ∑
|α|≤m j

bα, j(x)Dαu(x, t) = 0, 0≤ m j ≤ m−1, j = 1,2, ..., l; x ∈ ∂Ω; (3)

условиями. Здесь f (x, t),ϕ(x),ψ(x) и коэффициенты bα, j(x) - заданные функции.
Классическим решением смешанной задачи (1)-(3) назовем функцию u(x, t) (см.

например, работу О.А. Ладыженской [7], стр. 71), имеющую в замкнутом цилиндре
Ω× [0,∞) все производные, которые входят в уравнение (1), и удовлетворяющую всем
условиям смешанной задачи (1)-(3) в обычном классическом смысле.

Обратим внимание на то, что требование непрерывности в замкнутом цилиндре
всех производных, входящих в уравнение (1), определяемого решения не вызвано
существом дела. Однако, с одной стороны, единственность именно такого решения
доказывается достаточно просто, а с другой стороны, решение, найденное методом
Фурье, удовлетворяет указанным выше условиям.

Классическое решение мы иногда будем называть просто решением смешанной
задачи (1)-(3).

Цель данной работы - установление требований на функции f (x, t),ϕ(x) и ψ(x),
при которых к задаче (1)-(3) применим классический метод Фурье. Другими слова-
ми, доказать методом Фурье существование и единственность решения смешанной
задачи (1)-(3) и показать устойчивость найденного решения от данных задачи: от
начальных функций и правой части уравнения (1). Аналогичные вопросы в случае
когда порядок оператора A(x,D) равен двум, т.е. m = 2, былы подробно изучены в
известной работе В.А. Ильина [8].
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Применение метода Фурье к задаче (1)-(3) приводит нас к рассмотрению следу-
ющей спектральной задачи:

A(x,D)v(x) = λv(x) x ∈Ω; (4)

B jv(x) = 0, j = 1,2, ..., l; x ∈ ∂Ω. (5)

В работе С. Агмона [9] найдены достаточные условия на границу ∂Ω области
Ω и на коэффициенты операторов A и B j, обеспечивающие компактность обратного
оператора, или, что тоже самое, существование полной ортонормированной в L2(Ω)
системы собственных функций {vk(x)} и счетного множества положительных соб-
ственных значений λk задачи (4) - (5). Будем называть эти условия условием (A).

Применяя метод Фурье, составим следующий формальный ряд

u(x, t) =
∞

∑
k=1

[ 1√
λk

ψk sin
√

λkt +ϕk cos
√

λkt +
1√
λk

t∫
0

fk(ξ )sin
√

λk(t−ξ )dξ
]
vk(x). (6)

Здесь ψk, ϕk и fk(t) - коэффициенты Фурье соответственно функций ψ(x), ϕ(x) и
f (x, t) по системе собственных функций {vk(x)}, определяемые как скалярное произ-
ведение в L2(Ω); например, ψk = (ψ,vk).

Если ряд (6) сходится равномерно и его можно достаточно число раз почленно
продифференцировать и полученные ряды также сходятся равномерно, то нетрудно
проверить, что функция, определенная рядом (6), является классическим решением
задачи (1)-(3).

Теорема 1. (О единственности). Пусть выполнено условие (A) и пусть функции
f (x, t),ϕ(x),ψ(x) непрерывны в тех областях, которые укзаны в (1) и (2). Тогда
может существовать лишь одно классическое решение смешанной задачи (1)-(3).

Всюду далее предположим, что условие (A) выполнено.
Для того, что бы сформулировать теорему о существовании нам необходимо вве-

сти некоторые определения.
Пусть τ - произвольное действительное число. В пространстве L2(Ω) введем опе-

ратор Âτ , действующий по правилу

Âτg(x) =
∞

∑
k=1

λ
τ
k gkvk(x), gk = (g,vk).

Очевидно, данный оператор Âτ с областью определения

D(Âτ) = {g ∈ L2(Ω) :
∞

∑
k=1

λ
2τ
k |gk|2 < ∞}

является самосопряженным. Если через A обозначить оператор в L2(Ω) действую-
ший по правилу Ag(x) = A(x,D)g(x) и с областью определения D(A) = {g ∈ Cm(Ω) :
B jg(x) = 0, j = 1, ..., l, x ∈ ∂Ω}, то оператор Â ≡ Â1 является самосопряженным
расширением в L2(Ω) оператора A.

Теорема 2. (О дифференцируюмости ряда (6)). Пусть τ > 1+ N
2m . Пусть далее

ϕ ∈ D(Âτ), ψ ∈ D(Âτ− 1
2 ) и f (x, t) ∈ D(Âτ− 1

2 ) при всех t ∈ [0,T ], причем функция

F(t) = Âτ− 1
2 f (x, t)
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непрерывна по норме пространства L2(Ω) на [0,T ]. Тогда ряд Фурье (6) мож-
но почленно дифференцировать по переменному t до двух раз включительно а
по переменным x j до m раз включительно и полученные ряды будут сходиться
абсолютно и равномерно в замкнутой области Ω× [0,T ].

Данная теорема в несколько иной формулировке доказана в книге М.А. Крас-
носельского и др. [10] (см. Теорему 22.5). Из этой теоремы вытекает следующее
утверждение.

Теорема 3. (О существовании). Пусть выполнены условия Теоремы 2. Тогда
решение смешанной задачи (1)-(3) существует и оно представимо ввиде ряда
(6).

Следует отметить, что в работе Ш.А. Алимова [11] приведены достаточные усло-
вия принадлежности заданной функции к области определения оператора Âτ в тер-
минах различных классов дифференцируемых функций. Здесь мы лишь заметим, что
в случае начально-краевых задач для уравнения utt + uxxxx = f (x, t), рассмотренных
в работе [3], если заданные функции ϕ, φ и f удовлетворяют условиям теорем 2
и 5 этой работы, то условия нашей Теоремы 3 также будут выполнены. Вообще, в
случае кратных тригонометрических рядов Фурье, требования Теоремы 3 являются
минимальными. Именно, пусть Ω совпадает N-мерным тором TN = (0,2π]N и опера-
тор A(x,D) имеет постоянные коэффициенты и является однородным. Пусть далее,
граничные условия (3) задаются условием 2π-периодичности по каждому из перемен-
ных x j и для простоты положим f (x, t)≡ 0. В результате получим новую смешанную
задачу, которую обозначим через (TN). Для этой задачи справедливо следующее
утверждение (определение пространств Соболева Lτ

2(T
N) см. ниже в параграфе 4).

Теорема 4. (О существовании решения задачи (TN)). Пусть τ > m+ N
2 и пусть

начальные функции принадлежат соответственно пространствам Соболева: ϕ ∈
Lτ

2(T
N), ψ ∈ L

τ−m
2

2 (TN). Тогда решение смешанной задачи (TN) существует и оно
представимо ввиде абсолютно и равномерно сходящего ряда:

u(x, t) = ∑
n∈ZN

[ 1√
A(n)

ψn sin
√

A(n)t +ϕn cos
√

A(n)t
]
einx,

где A(n) = ∑
|α|=m

aαnα и ψn, ϕn - соответствующие коэффициенты Фурье по три-

гонометрической системы {einx}.
В данном случае оператор Â совпадает с замыканием в L2(TN) оператора A(D) =

∑
|α|=m

aαDα с периодическими условиями, а область определения оператора Âτ для

любого τ совпадает с пространством Соболева Lτm
2 (TN).

Возврашаясь к смешанной задачи (1)-(3), сформулируем теорему об устойчивости
решения.

Теорема 5. (Об устойчивости). Пусть функции ϕ(x), φ(x) и f (x, t) (при любом
t ∈ [0,T ]) принадлежат в пространство L2(Ω). Тогда для решения (6) задачи (1)-
(3) справедлива оценка

sup
t∈[0,T ]

||u(x, t)||2L2(Ω) ≤C
[
||ϕ||2L2(Ω)+ ||ψ||

2
L2(Ω)+T

T∫
0

|| f (x,ξ )||2L2(Ω)dξ
]
, (7)

где константа C не зависит от T .
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Следуя К.Б. Сабитову [3], введем понятие обобщенного решения задачи (1)-(3)
по следующему определению:

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть функции ϕk(x), ψk(x) и fk(x, t) удовлетворяют условиям Тео-
ремы 3 и сходятся по норме L2(Ω) (для последной функции указанная сходимость
равномерно по t ∈ [0,T ]) к функциям ϕ(x), ψ(x) и f (x, t) соответственно. Функцию
u(x, t) будем называть обобщенным решением задачи (1)-(3), если существует после-
довательность uk(x, t) классических решений задачи (1)-(3) с начальными данными
ϕk(x), ψk(x) и правой частью fk(x, t), равномерно по t ∈ [0,T ] сходящаяся в L2(Ω) к
функции u(x, t).

Теорема 6. (О существовании обобщенного решения). Пусть функции ϕ(x),
ψ(x) и f (x, t) (при любом t ∈ [0,T ]) принадлежат в пространство L2(Ω). Тогда су-
ществует единственное и устойчивое обобщенное решение задачи (1)-(3), кото-
рое определяется суммой ряда (6) и норма решения ||u(x, t)||L2(Ω) является непре-
рывной функцией по t ∈ [0,T ].

Доказательства приведенных теорем без существенных изменений проходит и для
смешанных задач для параболических уравнений. В конце работы сформулирован
соответствующий результат.

Единственность

В данном параграфе докажем Теорему 1 о единственности. Для этого достаточно
показать, что однородная начально-краевая задача:

utt +A(x,D)u(x, t) = 0, x ∈Ω, t > 0; (8)

u(x,0) = 0, ut(x,0) = 0, x ∈Ω; (9)

B ju(x, t) = ∑
|α|≤m j

bα, j(x)Dαu(x, t) = 0, 0≤ m j ≤ m−1, j = 1,2, ..., l; x ∈ ∂Ω; (10)

может иметь только тривиальное решение u(x, t)≡ 0 (поскольку. если предположить
существование двух решений, то разность этих решений удовлетворяет задачу (8)-
(10)).

Пусть vk - произвольная собственная функция спектральной задачи (4)-(5), λk
- соответствующее собственное значение и пусть u(x, t) - решение задачи (8)-(10).
Рассмотрим функцию

wk(t) =
∫
Ω

u(x, t)vk(x)dx. (11)

Дифференцируя под знаком интеграла и учитывая уравнение (8), получим

w
′′
k(t) =

∫
Ω

utt(x, t)vk(x)dx =−
∫
Ω

A(x,D)u(x, t)vk(x)dx, t > 0,

или, интегрируя по частям,

w
′′
k(t) =−

∫
Ω

u(x, t)A(x,D)vk(x)dx =−λk

∫
Ω

u(x, t)vk(x)dx =−λkwk(t), t > 0.

12
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Учитывая начальные условия (9), заключаем, что функция wk(t) является решением
следующей задачи Коши:

w
′′
k(t)+λkwk(t) = 0, t > 0; wk(0) = w′k(0) = 0.

Отсюда имеем, что функция, определенная равенством (11), равна тождественно ну-
лю: wk(t)≡ 0. Следовательно, в силу полноты ситемы собственных функций {vk(x)},
функция u(x, t) = 0 для всех x ∈ Ω и t > 0. Итак, единственность решения задачи
(1)-(3) доказана.

Существование

Как было отмечено выше, Теорема 2 доказана в книге М.А. Красносельского и
др. [10]. Ключевую роль в этом доказательстве играет следующая лемма, доказанная
в той же работе ( [10], стр. 453):

Лемма. Пусть τ > 1+ N
2m . Тогда для любого |α| ≤ m оператор Dα Â−τ (вполне)

непрерывно действует из L2(Ω) в C(Ω) и справедлива оценка

||Dα Â−τg||C(Ω) ≤C||g||L2(Ω).

Покажем как из этой леммы следует Теорема 2.
Ряд (6) является суммой трех рядов. Рассмотрим, например, третий ряд; первые

два рассматрываются совершенно аналогично.
Итак, пусть

Sk(x, t) =
k

∑
j=1

v j(x)√
λ j

t∫
0

f j(ξ )sin
√

λ j(t−ξ )dξ (12)

и пусть f (x, t) удовлетворяет всем условиям Теоремы 2. Заметим, что условия на
функцию f (x, t) означают равномерную по t ∈ [0,T ] сходимость ряда

∞

∑
1

λ
2τ−1
j | f j(t)|2 ≤C f < ∞.

Поскольку Â−τv j(x) = λ
−τ

j v j(x), то сумму (12) можно переписать ввиде

Sk(x, t) = Â−τ
k

∑
j=1

v j(x)
t∫

0

λ
τ−1/2
j f j(ξ )sin

√
λ j(t−ξ )dξ .

В силу Леммы теперь имеем

||DαSk||C(Ω) = ||Dα Â−τ
k

∑
j=1

v j(x)
t∫

0

λ
τ−1/2
j f j(ξ )sin

√
λ j(t−ξ )dξ ||C(Ω) ≤

≤C||
k

∑
j=1

v j(x)
t∫

0

λ
τ−1/2
j f j(ξ )sin

√
λ j(t−ξ )dξ ||L2(Ω). (13)
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Следовательно, учитывая ортонормированность ситемы {v j}, будем иметь

||DαSk||2C(Ω) ≤C
k

∑
j=1
|

t∫
0

λ
τ−1/2
j f j(ξ )sin

√
λ j(t−ξ )dξ |2 ≤C

k

∑
j=1

( T∫
0

λ
τ−1/2
j | f j(ξ )|dξ

)2
,

или, в силу неравенства Коши - Буняковского, получим окончательно

||DαSk||2C(Ω) ≤C ·T
T∫

0

( k

∑
j=1

λ
2τ−1
j | f j(ξ )|2

)
dξ ≤C ·T 2 ·C f .

Отсюда вытекает равномерная сходимость продифференцированной суммы (12). С
другой стороны, сумма (13) сходится при любой перестановке его членов, так как
эти члены взаимно ортогональны. Отсюда следует абсолютная сходимость продиф-
ференцированной суммы (12) по переменным x j.

Равномерная и абсолютная сходимость продифференцированного ряда (12) по t до
второго порядка включительно доказывается с помощью аналогичных рассуждений.

Таким образом, Теорема 2 доказана полностью.
Теорема 3 о существовании решения смешанной задачи (1) - (3) является непо-

средственным следствием Теоремы 2.

Существование решения задачи (TN)

Приведем точную формулировку задачи (TN). Пусть A(D) = ∑
|α|=m

aαDα - однород-

ный эллиптический симметрический положительный дифференциальный оператор с
постоянными коэффициентами. Найти классическое решение уравнения

utt +A(D)u(x, t) = 0, x ∈ TN , t > 0;

удовлетворяющее начальным условиям

u(x,0) = ϕ(x), ut(x,0) = ψ(x), x ∈ TN ;

и являющейся 2π-переодическим по каждому из аргументов x j. Здесь ϕ(x) и ψ(x)
также являются 2π-периодическими функциями.

Обозначим через A оператор A(D), определенный на 2π-периодических функциях
из Cm(RN). Замыкание Â этого оператора в L2(TN) является самосопряженным. Опе-
ратор Â имеет полную ортонормированную в L2(TN) систему собственных функций
{(2π)−N/2einx}, отвечающие собственным значениям A(n), что проверяется непосред-
ственным вычислением. Поэтому, в силу спектральной теоремы Дж. фон Нейма-
на, для любого τ ≥ 0 оператор Âτ действует по правилу Âτg(x) = ∑

A(n)<λ

Aτ(n)gneinx,

где gn - коэффициенты Фурье функции g ∈ L2(TN) по тригонометрической систе-
мы {(2π)−N/2einx}. Область определения этого оператора определяется из условия
Âτg(x) ∈ L2(TN) и имеет вид

D(Âτ) = {g ∈ L2(TN) : ∑
n∈ZN

A2τ(n)|gn|2 < ∞}. (14)
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Для того что бы определить область определения оператора Âτ в терминах про-
странств Соболева, напомним определение этих пространств (см. например, [12]):
говорят, что функция g ∈ L2(TN) принадлежит пространству Соболева La

2(T
N) с дей-

ствительным числом a > 0, если конечна норма

||g||2La
2(TN) =

∣∣∣∣ ∑
n∈ZN

(1+ |n|2)
a
2 gneinx∣∣∣∣2

L2(TN)
= ∑

n∈ZN

(1+ |n|2)a|gn|2. (15)

Когда a не целое, то это пространство также называется пространством Лиувилля.
Нетрудно проверить, что существуют константы c1 и c2 такие, что

c1(1+ |n|2)τm ≤ 1+A2τ(n)≤ c2(1+ |n|2)τm.

Следовательно, сравнывая выражения (14) и (15) убедимся, что D(Âτ) = Lτm
2 (TN) и

поэтому Теорема 4 вытекает из Теоремы 2.

Устойчивость и существование обобщенного решения

В данном заключительном пункте докажем Теоремы 5 и 6 и затем приведем
теорему о существования и единственности решения смешаной задачи для парабо-
лических уравнений.

Из равенства (6), применяя равенство Парсеваля и оценивая функции sin и cos
сверху единицой, будем иметь

sup
t∈[0,T ]

||u(x, t)||2L2(Ω) ≤
∞

∑
k=1

[
|ϕk|2 +

|ψk|2

λk
+

1
λk

( T∫
0

| fk(ξ )|dξ
)2]

,

или, применяя неравенство Коши-Буняковского к последному интегралу, окончатель-
но получим

sup
t∈[0,T ]

||u(x, t)||2L2(Ω) ≤
∞

∑
k=1

[
|ϕk|2 + |ψk|2 +T

T∫
0

| fk(ξ )|2dξ
]
=

=C
[
||ϕ||2L2(Ω)+ ||ψ||

2
L2(Ω)+T

T∫
0

|| f (x,ξ )||2L2(Ω)dξ
]
.

Это и есть оценка (7). Таким образом, Теорема 5 и следовательно, корректность
постановки задачи (1)-(3) доказана.

Переходим к доказательству Теоремы 6. Пусть функции ϕ(x), ψ(x) и f (x, t) удо-
влетворяют условиям этой теоремы. Тогда существуют последовательности функций
ϕk(x), ψk(x) и fk(x, t), удовлетворяющие условиям Теоремы 3, сходящимся в L2(Ω)
(нормы последной последовательности сходятся равномерно по t ∈ [0,T ]) соответ-
ственно к функциям ϕ(x), ψ(x) и f (x, t). По функциям ϕk(x), ψk(x) и fk(x, t) на
основании Теоремы 3 построим последовательность uk(x, t) классических решений
смешанной задачи (1)-(3). Тогда, в силу Теоремы 5, последовательность uk(x, t) схо-
дится по норме L2(Ω) (причем эта сходимость является равномерной по t ∈ [0,T ])
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к единственной функции u(x, t), определенной рядом (6), которая и есть обобщен-
ное решение задачи (1)-(3). Устойчивость данного решения вытекает из оценки (7).
Теорема 6 полностью доказана.

Рассмотрим теперь начально краевую задачу для параболического уравнения:
найти функцию u(x, t) ∈ C(Ω× [0,T ]) такую, что ut(x, t),A(x,D)u(x, t) ∈ C(Ω× (0,T ])
и удовлетворяющую уравнению

ut +A(x,D)u(x, t) = f (x, t), x ∈Ω, t > 0; (16)

начальному условию
u(x,0) = ϕ(x), x ∈Ω; (17)

и краевым условиям (3).
Теорема 7. Пусть τ > N

2m и ϕ(x) ∈ D(Âτ). Пусть далее f (x, t) ∈ D(Âτ) при всех
t ∈ [0,T ], причем функция

F(t) = Âτ f (x, t)

непрерывна по норме пространства L2(Ω) на [0,T ]. Тогда существует единствен-
ное решение задачи (16), (17), (3) и оно предствимо в виде равномерно и абсо-
лютно сходящего в замкнутой области Ω ряда

u(x, t) =
∞

∑
k=1

[
e−λkt

ϕk +

t∫
0

e−λk(t−ξ ) fk(ξ )dξ
]
vk(x), t ∈ (0,T ],

где ϕk и fk(t) - соответствующие коэффициенты Фурье.
Данное утверждение доказывается повторением аналогичных рассуждений, при-

веденных выше.
Авторы приносят глубокую благодарность Ш.А. Алимову за обсуждения резуль-

татов работы.
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An initial-boundary value problem for a hyperbolic equation with the most general
elliptic differential operator, defined on an arbitrary bounded domain, is considered.
Uniqueness, existence and stability of the classical solution of the posed problem
are proved by the classical Fourier method. Sufficient conditions for the initial
function and for the right-hand side of the equation are indicated, under which
the corresponding Fourier series converge absolutely and uniformly. The notion of
a generalized solution is introduced and existence theorem is proved. Similar results
are formulated for parabolic equations too.

Key words: hyperbolic equation, initial-boundary value problems, Fourier
method, existence, uniqueness, stability, classical solution, generalized solution.
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