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В работе исследуется обыкновенное дифференциальное уравнение дробного порядка,
содержащее композицию дробных производных с различными началами, с переменным
потенциалом. Рассматриваемое уравнение выступает модельным уравнением движения
во фрактальной среде. Для исследуемого уравнения доказана априорная оценка решения
смешанной двухточечной краевой задачи.
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Введение

Рассмотрим уравнение

Dα
0x∂

α
1xu(x)−q(x)u(x) = f (x), (1)

где Dα
0x и ∂ α

1x — дробные производные порядка α, 0 < α < 1, по переменной x ∈]0,1[,
в смысле Римана-Лиувилля с началом в точке x = 0, и в смысле Капуто с началом в
точке x = 1, соответственно, [1]; q(x) и f (x) — заданные на отрезке [0,1] функции.

Как известно, аналитический аппарат дробного интегро-дифференцирования и
теория дифференциальных уравнений дробного порядка демонстрируют высокую эф-
фективность при описании и математическом моделировании разнообразных физиче-
ских и геофизических процессов, протекающих во фрактальных средах [1]. Исполь-
зование понятия эффективной скорости изменения ряда параметров моделируемых
систем, приводит к дифференциальным уравнениям, содержащим композицию опе-
раторов дробного дифференцирования с различными началами [2], [3].
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Различные аспекты теории дифференциальных уравнений вида (1), включая во-
просы разрешимости краевых задач, спектральные вопросы и т.п., а также их при-
ложений, изучались в работах [4] – [13].

В данной работе мы доказываем априорную оценку для решений смешанной двух-
точечной краевой задачи для уравнения (1).

Краевая задача

Регулярным решением уравнения (1) будем называть функцию u(x) такую, что
u(x) ∈ AC[0,1] и Dα−1

0x ∂ α
1xu(x) ∈ AC[0,1], и удовлетворяющую уравнению (1). Как обыч-

но, AC[0,1] обозначает пространство абсолютно непрерывных на [0,1] функций.
Будем рассматривать следующую задачу: найти регулярное решение уравне-

ния (1), удовлетворяющее краевым условиям

au(0)+b
[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 = 0, u(1) = 0, (2)

где a и b заданные постоянные, причем a2 +b2 6= 0.
Заметим, что при α = 1 величина Dα−1

0x ∂ α
1xu(x) становится равной −u′(x). Поэтому

первое из условий (2) представляет собой аналог условия третьего рода. При b = 0
рассматриваемые условия превращаются в условия Дирихле.

Обозначения и вспомогательные утверждения

Далее будем использовать следующие обозначения

‖g‖=

√∫ 1

0
g2(t)dt, 〈g,h〉=

∫ 1

0
g(t)h(t)dt

Приведем в форме леммы одно интегральное неравенство, которое нам понадо-
бится в дальнейшем.

Лемма. Пусть α ∈]1/2,1[, g(x) ∈ AC[0,1] и g(1) = 0. Справедливо неравенство

‖g‖2 ≤ 1
Cα

‖∂ α
1x g‖2 , (3)

где
Cα = 2α(2α−1)Γ2(α). (4)

Доказательство. Пусть h(x) = ∂ α
1xg(x). Тогда в силу условий, наложенных на g(x),

имеем
h(x) ∈ L[0,1]

и
D−α

1x h(x) = g(x).

Отсюда, применяя неравенство Коши, получаем

g2(x) =
(∫ 1

x

(t− x)α−1

Γ(α)
h(t)dt

)2

≤
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≤
∫ 1

x

(t− x)2α−2

Γ2(α)
dt ·

∫ 1

x
h2(t)dt =

(1− x)2α−1

(2α−1)Γ2(α)

∫ 1

x
h2(t)dt.

Из этого следует, что

‖g‖2 =
∫ 1

0
g2(x)dx≤

≤ 1
(2α−1)Γ2(α)

∫ 1

0
(1− x)2α−1

∫ 1

x
h2(t)dt dx =

=
1

(2α−1)Γ2(α)

∫ 1

0
h2(t)

∫ t

0
(1− x)2α−1 dxdt =

=
[
2α(2α−1)Γ2(α)

]−1
∫ 1

0
h2(t)

[
1− (1− t)2α

]
dt.

Последнее, с учетом принятых обозначений, доказывает (3). �
Неравенство (3) является аналогом неравенства Пуанкаре-Фридрихса для дроб-

ных производных. Доказательство более общих неравенств такого типа можно найти
в [14] (см. также [15]).

Априорная оценка

Пусть u(x) — регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2).
Домножив обе части уравнения (1) на u(x) и проинтегрировав от 0 до 1, получим∫ 1

0
u(x)Dα

0x∂
α
1xu(x)dx−

∫ 1

0
q(x)u2(x)dx =

∫ 1

0
f (x)u(x)dx = 〈u, f 〉. (5)

Для первого слагаемого в левой части (5) имеем∫ 1

0
u(x)Dα

0x∂
α
1xu(x)dx = u(x)Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
u′(x)Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)dx.

Принимая во внимание второе из краевых условий (2), а также формулу дробного
интегрирования по частям и определение производной Капуто, получим∫ 1

0
u(x)Dα

0x∂
α
1xu(x)dx =−u(0)

[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 +

∫ 1

0
[∂ α

1xu(x)]2 dx.

С учетом этого, равенство (5) можем переписать в виде∫ 1

0
[∂ α

1xu(x)]2 dx−
∫ 1

0
q(x)u2(x)dx = 〈u, f 〉+u(0)

[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 .

В силу (3) отсюда следует, что∫ 1

0
[Cα −q(x)]u2(x)dx≤ 〈u, f 〉+u(0)

[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 , (6)

где постоянная Cα определена формулой (4).
Теорема. Пусть α ∈]1

2 ,1[, q(x), f (x) ∈ L2[0,1], u(x) — регулярное решение урав-
нения (1), удовлетворяющее условиям (2), и выполнены неравенства

a ·b≥ 0 (7)
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и
esssup
[0,1]

q(x) = Q <Cα = 2α (2α−1)Γ
2(α). (8)

Тогда имеет место оценка
‖u‖2 ≤ Kα ‖ f‖2 , (9)

где

Kα =
1

Cα −Q
.

Доказательство. Примем обозначения

c = u(0), d =
[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 . (10)

Из (2) следует, что
0 = (ac+bd)2 = (ac)2 +2abcd +(bd)2,

или
2abcd =−(ac)2− (bd)2 ≤ 0.

Поэтому, с учетом (7) и (10), имеем

u(0)
[
Dα−1

0x ∂
α
1xu(x)

]
x=0 ≤ 0.

Кроме того, в силу (8), можем написать

∫ 1

0
[Cα −q(x)]u2(x)dx≥ (Cα −Q)‖u‖2 .

Из (6), принимая во внимание последние два неравенства, получаем

‖u‖2 ≤ 1
Cα −Q

〈u, f 〉= Kα〈u, f 〉. (11)

В силу неравенства Юнга, для любого ε > 0 имеем

〈u, f 〉 ≤ ε

2
‖u‖2 +

1
2ε
‖ f‖2 . (12)

Из (11) и (12), при условии, что εKα < 2, следует неравенство

‖u‖2 ≤ 1
ε(2− εKα)

‖ f‖2 .

Последнее, с учетом равенства

inf
0<ε< 2

Kα

[ε(2− εKα)]
−1 = Kα

доказывает (9). �
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A PRIORI ESTIMATE FOR AN EQUATION WITH
FRACTIONAL DERIVATIVES WITH DIFFERENT

ORIGINS

L.M. Eneeva

Institute of Applied Mathematics and Automation, 360000, Nalchik,
Shortanova st., 89 A, Russia
E-mail: eneeva72@list.ru

We consider an ordinary differential equation of fractional order with the composition of left-
and right-sided fractional derivatives, and with variable potential. The considered equation
is a model equation of motion in fractal media. We prove an a priori estimate for solutions
of a mixed two-point boundary value problem for the equation under study.

Key words: Riemann-Liouville fractional derivative, Caputo fractional derivative,
boundary value problem, a priori estimate
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