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Для уравнения дробной диффузии исследуется нелокальная краевая задача первого
рода, нелокальность которой проявляется в том, что в граничном условии задается
линейная комбинация значений искомой функции. В работе доказана теорема о суще-
ствовании и единственности решения поставленной задачи.

Ключевые слова: нелокальная краевая задача, дробная производная Римана–
Лиувилля, уравнение дробной диффузии, функция типа Райта

© Лосанова Ф.М., 2019

MSC 34L99

LOCAL DISPLACEMENT PROBLEM FOR EQUATION
OF FRACTIONAL DIFFUSION

F.M. Losanova

Institute of Applied Mathematics and Automation, 360000, Nalchik,
Shortanova st., 89A, Russia
E-mail: losanovaf@gmail.com

For the fractional diffusion equation, we study a nonlocal boundary value problem of the
first kind. The problem nonlocality is manifested in the fact that a linear combination of the
values of the desired function is specified in the boundary condition. The theorem on the
existence and uniqueness of a solution to the problem is proved.
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Введение

В области Ω = {(x, t) : 0 < x < l,0 < t < T} рассматривается уравнение дробной
диффузии

uxx(x, t)−Dα
0tu(x,η) = f (x, t), (1)

удовлетворяющее условиям

lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) = τ(x), 0 < x < l, (2)

u(0, t)+
k

∑
i=0

aiu(xi, t) = ϕ(t), 0 < t < T, (3)

u(l, t) = ψ(t), 0 < t < T (4)

где Dα
0t – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля

порядка α, определяемый следующим образом [1]

Dα
0tu(η) =


1

Γ(−α)

t∫
0

u(η)

(t−η)α+1 dη , α < 0,

u(t), α = 0,( d
dt

)p
Dα−p

0t u(η), p−1 < α ≤ p, p ∈ N.

Γ(α) – гамма-функция Эйлера, 0 < α < 1, ai – некоторые произвольные постоянные,
τ(x), ϕ(t), ψ(t) – заданные непрерывные функции.

При изучении ряда прикладных задач возникают различные математические мо-
дели, которые приводят к необходимости решения нелокальных краевых задач. Инте-
рес к которым впервые проявили в своей работе А.В. Бицадзе и А.А. Самарский [2].
Уравнение (1) же возникает при математическом моделировании динамики числен-
ности популяции с учетом различных миграционных процессов [3].

Перечислим некоторые работы, посвященные уравнению (1). В работе [4] ис-
следовалась задача Коши для уравнения диффузии дробного порядка (0 < α < 1) с
регуляризованной дробной производной и эллиптическим оператором с коэффициен-
тами, зависящими от пространственных переменных.

Для построения фундаментальных решений диффузионных и диффузионно-волно-
вых уравнений дробного порядка с производными Капуто и Римана–Лиувилля в
работе [5] были использованы преобразование Лапласа и преобразовние Фурье.

Диффузионно-волновое уравнение было исследовано в работе [6] методами груп-
пового анализа, а в работе [7] методом разделения переменных.

В работах [8] и [9] методом редукции к системе уравнений меньшего порядка
решена задача Коши и первая краевая задача для дробного уравнения диффузии
вида (1). Затем методом функции Грина построены решения основных краевых за-
дач в прямоугольной области и решена задача Коши для диффузионно-волнового
уравнения с помощью фундаментального решения.

В работе [10] строится решение внутреннекраевой задачи с нелокальным смеще-
нием для уравнения дробной диффузии в прямоугольной области, а в работе строится
решение нелокальной краевой задачи с условием Самарского для уравнения дробной
диффузии в полуполосе.
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Для уравнения (1) были рассмотрены и другие задачи, полный список работ
можно найти к примеру в [11], [12], [18].

Далее обратим внимание на условие (3). В 1979 году А.М. Нахушевым была
предложена задача для уравнения теплопроводности с внутреннекраевыми условиями
вида (3), которое возникает при численной реализации на ЭВМ задачи Самарского
[1].

Фундаментальную роль в развитие методов исследования нелокальных краевых
и внутреннекраевых задач с условием (3) сыграли работы В.А. Ильина и Е.И. Мо-
исеева [14], [15], где была изучена нелокальная краевая задача первого рода в диф-
ференциальной и разностной трактовках. Нелокальность первого рода проявляется
вследствие того, что в граничном условии задается линейная комбинация значений
искомой функции. Наиболее подробный анализ работ с условием (3) был проведен в
Главе 2 [1].

Постановка задачи

Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию u = u(x, t) из
класса Dα−1

0t u(x,η)∈C(Ω), uxx, Dα
0tu(x,η)∈C(Ω), удовлетворяющую уравнению (1) во

всех точках (x, t) ∈Ω.
Задача. Найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1) в области Ω, удовле-

творяющее условиям (2)–(4).

Интегральное уравнение

Пусть u(x, t) – является регулярным решением уравнения (1). Тогда для нахожде-
ния решения задачи (1)–(4), воспользуемся предсталением решения первой краевой
задачи для уравнения (1), которое выписывается в виде [12, стр. 99]

u(x, t) =
t∫

0

u(0,η)Gξ (x, t,0,η)dη−
t∫

0

ψ(η)Gξ (x, t, l,η)dη+

+

l∫
0

τ(η)G(x, t,ξ ,0)dξ −
t∫

0

l∫
0

f (ξ ,η)G(x, t,ξ ,η)dξ dη , (5)

где

G(x, t,ξ ,η) =
(t−η)β−1

2
×

×
∞

∑
n=−∞

[
e1,β

1,β

(
−| x−ξ +2nl

(t−η)β

)
− e1,β

1,β

(
−| x+ξ +2nl

(t−η)β

)]
— функция Грина первой краевой задачи, β = α/2,

e1,µ
1,ρ (z) =

∞

∑
n=0

zn

n!Γ(µ−ρn)

— функция Райта [12, стр. 23].
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Удовлетворив функцию (5) условию (3), после несложных преобразований полу-
чим

u(0, t)+
t∫

0

u(0,η)K(t,η)dη = F(t), (6)

где

K(t,η) =
k

∑
0

aiGξ (x, t,0,η), (7)

– ядро интегрального уравнения Вольтерра 2-го рода (6),

Gξ (x, t,0,η) = (t−η)−1
[

e1,0
1,β

(
− x
(t−η)β

)
−

−
∞

∑
n=1

e1,0
1,β

(
−|x−2nl|
(t−η)β

)
+

∞

∑
n=1

e1,0
1,β

(
−(x+2nl)
(t−η)β

)]
,

а

F(t) = ϕ(t)+
t∫

0

ψ(t)K(t,η)dη−
l∫

0

τ(ξ )K(t,η)dξ +

t∫
0

l∫
0

f (ξ ,η)K(t,η)dξ dη

– правая часть уравнения (6).
Далее исследуем ядро (7).
Используя оценку для функции Райта [12, стр. 27] и учитывая, что e1,β

1,β (z) —
положительная функция, получим

|K(t,η)| ≤
k

∑
0
|ai|
∣∣Gξ (x, t,0,η)

∣∣≤C(t−η)βθ−1, (8)

где C =C(θ ,ai,β ) — константа, не зависящая от x, причем θ ∈ (1,2].

Основной результат

Пусть t1−αu(0, t)∈C[0, t). Тогда решение интегрального уравнения Вольтерра 2-го
рода (6) можно выписать в виде [см. 17]

u(0, t) = F(t)−
t∫

0

F(η)R(t,η)dη , (9)

где R(t,η) — резольвента ядра K(t,η) и имеет вид

R(t,η) =
∞

∑
k=0

(−1)nKn+1(t,η),

K1(t,η) = K(t,η), Kn(t,η) =

t∫
η

K(t,s)Kn−1(s,η)ds.
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В результате, пользуясь представлением (5), решение задачи (1)–(4) может быть
выписано в виде

u(x, t) =
t∫

0

F(t)−
t∫

0

F(η)R(t,η)dη

Gξ (x, t,0,η)dη−

−
t∫

0

ϕ(η)Gξ (x, t, l,η)dη+ (10)

+

l∫
0

τ(η)G(x, t,ξ ,0)dξ −
t∫

0

l∫
0

f (ξ ,η)G(x, t,ξ ,η)dξ dη .

Сформулируем теорему.
Теорема. Пусть t1−αψ(t), t1−αϕ(t)∈C[0,T ), τ(x)∈C[0, l], t1−α f (x, t)∈C(Ω), f (x, t)

удовлетворяет условию Гельдера по переменной x. Тогда решение задачи (2)–(4)
для уравнения (1) существует, единственно и представимо в виде (10).

Доказательство.
Единственность решения задачи (1)–(4) следует из единственности решения ин-

тегрального уравнения (6) и представления (10).
Учитывая условия, наложенные на ϕ(t), ψ(t), u(0, t) доказательство того, что

функция (10) является решением уравнения (1) и удовлетворяет условиям (2)–(4)
проводится также как и в работе [9]. �
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